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TESTE 6 - MS650 - Métodos Mateméticos II, 13 de novembro de 2023.

(Atengao: Procure responder todas as questées nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)

Resolva os seguintes problemas de Cauchy, onde u = u(x,t), z € R:

Ut = Ugg = 0, Utt — Uea = 0,
1. (2.5 Pontos) u(z,0) =0, 2. (2.5 Pontos) u(z,0) = z°,
ue(z,0) =z, ut(x,0) =0,
Ust — Ugz = cOS(2x + 1), Ut + Uzt — Uz = 0,
3. (2.5 Pontos) u(z,0) =1, 4. (2.5 Pontos) u(z,0) =0,
ut(x,0) =0, ut(x,0) = sinz.

Solucgao. Este problema é uma variante do exercicio 11 do capitulo 6.

Item 1. Idéntico ao item a) do exercicio 11. Por inspec¢ao, a solu¢ao é u = xt.

Item 2. Este também pode ser resolvido por inspegao... Porém, para quem nao vé como fazer por inspeg¢ao, sabemos
que a equagao de onda para x € R tem solugao de D’Alembert u(z,t) = f(x—t)+g(z+t). A condigao inicial us(z,0) =0

implica f = g. Impondo-se a outra condi¢do, temos
1 2 1 2_ 2 .2
u(z,t) = i(x—t) + 5(:r+t) =x"+t
Item 3. Vamos primeiro encontrar uma solugao particular da equagao. Notem que a fun¢ao v = %cos(Zx +t) satisfaz
a equagdo, mas ndo as condigoes inicias. A solugdo que procuramos serd u(xz,t) = w(z,t) + 3 cos(2x +1), sendo w(z, t)
solugao da equagao homogénea. As condigbes iniciais do problema homogéneo associado correspondem as condi¢bes
w(xz,0) =1 - % cos 2,
we(2,0) = & sin 2z
Com estas condigbes iniciais, temos da solugao de D’Alembert
1 1
flx)+g(x)=1- 3 cos 2z, ¢'(z)-f'(z)= 3 sin 2z.
A solugao final do problema sera
1 1 1
u(z,t) =1+ 3 cos(2z +t) - 1 cos2(x +1t) — D cos2(x —t).

Item 4. Obviamente, ha virias possibilidades para se resolver este problema. Vamos procurar uma solugao geral da
forma u = f(x - at) + g(x + Bt) (solugdes sobre as curvas caracteristicas). Substituindo-se este ansatz na equagao,
temos

(a2 —a -1) f"(z-at)+ (,32 +B-1)g"(z+pt) =0,

cujas solugoes sao
-1+ \/3
o= 5

_1i\/5

h==

A primeira condigao inicial implica
u(z,t) = f(x —at) - f(z+ Bt).

Tomando-se as raizes positivas acima e impondo-se a segunda condig¢ao, temos

un(1,0) = ~(a+ B)f () = ~V/Bf (z) = f(x) = % cosz.


https://en.wikipedia.org/wiki/Ansatz

A solugao final sera
1
u(z,t) = 7 (cos(z — at) — cos(z + Bt)),

7

sendo « e (B as raizes positivas acima.
Notem que a existéncia da solugdo de D’Alembert para essa equagao depende explicitamente do fato dela ser
hiperbélica. Tente repetir o mesmo procedimento para uma equagao eliptica e vejam o que acontece. Compare com

a discussao do simbolo do operador diferencial...



