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TESTE 5 - MS650 - Métodos Mateméticos II, 23 de outubro de 2023.

(Atencgao: Procure responder todas as questoes nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)

A equacgdo do calor

ot~ Ox2’

sendo a constante x > 0 a condutividade térmica, é uma equagao paradigmética da Fisica-Matematica. Nessa versao

mais simples, descreve a evolugao temporal de um fluxo de calor unidimensional caraterizado pela temperatura u(z,t).

Aqui, estamos interessados em sistemas infinitos (oo < & < o0) e isolados (9zu(+o0,t) = 0). Vamos supor também

que a temperatura é dada na escala absoluta (Kelvin) e, portanto, u(z,t) é uma fungao positiva.

1.

(2.5 Pontos) Obtenha a solugdo geral da equagao do calor da forma

u(z,t) = K(t,\)e"dA,
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i.e., solugbes que correspondem a transformadas de Fourier para cada instante ¢.

Solugao. Substituindo-se essa expressao na equagao do calor, temos
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A EDO para K tem solugao simples, K (t,\) = A(A)67“A2t, e ficamos com a solugao final

u(z,t) = ANy
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A situagao é bastante parecida com a questao da equagao de Schroedinger da P1.

(2.5 Pontos) Dentre os diversos funcionais interessantes no contexto da equagao do calor, destacam-se o fun-

cional energia interna
E(t) = / udz,
e o funcional entropia
S(t) = —/ ulogudzx.
Discuta a evolugao temporal desses funcionais, i.e., dada uma solugao da equagao do calor, discuta o compor-
tamento de £ e S para essa solucao. (Dica: calcule explicitamente € e S, use a equagdo do calor e todos seus

conhecimentos de integragao por partes.®)

Solugao. Comecemos pela energia interna. Teremos
&= / Oudx = n/ O2udz = kOzu|™ = 0.

Quer dizer, para o sistema isolado (O,u(+o0,t) = 0), a energia interna é conservada, o que é algo esperado.

Note porém que para outras condi¢oes de contorno, teriamos
€ = kOpu(oo,t) — KDyu(—oo,t).

O termo kdyu(x,t) tem interpretacao de fluxo de calor e, portanto, vemos que a energia interna pode variar
se houver calor sendo bombeado ou retirado do sistema, o que é também um comportamento esperado. Note

que esse funcional é, a menos de constantes multiplicativas, a energia interna total “auténtica” do sistema, ja



que é de fato esperachl que a energia interna de um elemento de comprimento dxr seja proporcional a sua
temperatura u(x,t)
Vamos agora a entropia. A primeira observagdo é que essa entropia nao é a entropia usual termodinamica.

Sim, ha mais de uma “entropia”. Vamos identifica-la a seguir. Temos

S=- [:(logu +1)0:udx = -k [:(logu +1)d2udx = -k [: log ududz — k [: DZudx
O ultimo termo é nulo (para sistemas isolados) pelo item anterior. Para o outro termo, temos
0z (logudzu) = log u@iu + % =log u@iu +4 (81\/17)2 .
Portanto, ficamos com
-K [: log udludr = 4k [: (8zﬂ)2 dz — K log udyu|™, .
O tltimo termo é nulo para sistemas isolados. Ficamos finalmente com
S =4k [: (81\/5)2 dx >0,

quer dizer, a entropia nunca decresce para um sistema isolado! Tenho certeza que vocés ja sabiam disso...
Notem que se houver fluxo de calor nos extremos do sistema, a entropia pode sim decrescer. Sao esses termos
de “fl d ia” d i ia nao é i dindmi 1. N
e “fluxo de entropia” que nos denunciam que essa entropia nao é a entropia termodindmica usual. No caso
AQ

da entropia usual, a variagao de entropia é sempre proporcional a ==, sendo AQ o fluxo de calor, que aqui

sabemos que corresponde a kOzu. Assim, o termo de superficie para a entropia termodinamica devia ser f-caz—“,
e nao klogudyu. Um desdobramento interessante deste item é procurar que funcional tem 1) esse termo de
superficie; e 2) seja nao decrescente. Esse funcional, que nao é dificil de ser encontrado merecera o nome de
entropia termodindmica para o nosso sistema. Porém, para o nosso caso especifico, esse funcional sofreréd de
um problema, diremos, potencialmente explosivo.©@ Por isso optamos pelo nosso funcional, que é a chamada
entropia (diferencial) de Shannon, e que tem interpretacdo no contexto de teoria de informagao semelhante a

interpretagao da entropia termodindmica.

Uma nota importante. A entropia como definida por nosso funcional pode ser negativa, o que nao seria

compativel com a nogao fisica de entropia. Porém, isto pode ser facilmente “corrigido” com a seguinte alteracao

So(t) :—fmulog M e,
—oo uo

sendo ug = maxu(z,0). Notem que isto nada mais é do que a adigao de uma constante a entropia do funcional

original, pois

oo

f/‘ ulogidx:f/ ulogudm+logu0f udx:f/ ulog udx + £ log uo,
—oo uo —oo - —o00o

e ja sabemos que £ é uma constante para sistemas isolados. Usualmente, a quantidade relevante é a variacao
de entropia AS associada a uma solu¢ao da equagao de calor e, nesses casos, a constante aditiva é irrelevante

e podemos sempre ficar com a defini¢ao original do funcional de entropia.

3. (2.5 Pontos) Resolva o problema da equagio do calor para um sistema isolado com condigdo inicial

2
u(z,0) = upe 207 .

!Obviamente, ha aproximacoes aqui, notadamente a chamada aproximacio adiabatica, que garante que o sistema

é tal que pode-se admitir que um elemento de comprimento dz esteja em equilibrio com temperatura u(x,t).



Calcule a energia e a entropia, conforme os funcionais do item anterior, e esboce o grafico de S(t). Discuta o
que puder.

Solugao. Novamente, isto é muito parecido com a questéo da P1. Do primeiro item, teremos

AN dX,

uoe 2a =

=/
22
e ja sabemos que A(\) =upoe” 2 . A solugdo serd entao
UOo z)a: >\2( +mt)

oo UYT i o2 T 22
u(w,t) = d\ exp|—|\/ = +KtA - - d\
V21 J-e V2 J-eo 2 o0/ 4kt 4 (% + /{,t)
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Notem que se trata de uma certa distribuicao “gauziana” centrada na origem com desvio padrao &(t) =
Vo2 + 2kt, ie.,
u(z,t) = V21 poo N (0,57 (1))

Com a evolucgao do tempo t, a gaussiana vai se “alargando” e se “achatando”. Guardem esta imagem.

A energia livre sera

202 + 4kt

22
uoo fm ~2
=— p dx = \/2mpoo f N(0,57(t))dz = V2mugo.
Vo2 + 2kt -0 ( )
Quer dizer, apesar de se alargar e se achatar, a solugao é tal que a energia livre dada por essa integral é

constante. Qutra imagem para ser guardada. Note que isto é esperado, ji que essa solugdo corresponde

efetivamente a um sistema isolado.

Para a entropia, temos
2 2
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= \/27ruoa( log(1+2) —logu0+1):\/§u00(1+10g(1+2—ﬁ;))—510gu0. (1)
o
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Atentem ao tltimo termo, que é o tinico negativo na expressao. E exatamente a constante que identificamos na

defini¢ao alternativa do funcional da entropia. Como podemos ver, a entropia cresce de maneira logaritmica.

S(0) = \/gu()a - Eloguo

e tlim S(t) = oo logaritmicamente. E interessante inspecionar a derivada da entropia

Para t =0, temos

_ V27Rugo

T o242kt
O gréfico da fungao entropia é simples, trata-se de uma fungao logaritmica e, portanto, monotonamente
crescente. Fisicamente, a entropia divergir para t — oo significa, grosso modo, que a desordem cresce indefi-
nidamente. Intuitivamente (eu espero!), é natural associar entropia maior a pacotes gaussianos “espalhados”,
simplesmente porque ocupam um espag¢o maior no espago de fase. O equilibrio para nossas solugoes corres-
ponde a um pacote “maximalmente” alargado e achatado e, portanto, de entropia muito maior que a entropia

da condigao inicial, que era um pacote localizado na origem.

Vamos agora ao ponto interessante.



4. (2.5 Pontos) Discuta tudo o que puder sobre a dinAmica temporal reversa do item anterior, i.e., discuta todo

o que puder sobre o comportamento da funcdo u(z,t) e os respectivos funcionais para t < 0, com a condigao
inicial dada.
Solugdo. A primeira observagao a partir do item anterior é que, uma vez fixada a condic¢ao inicial u(x,0),
a solugao u(x,t) existe para todo t >0, e é uma solugao “bem comportada”, uma gaussiana que se alarga e se
achata, com energia interna constante e entropia (de Shannon) crescente, algo perfeitamente compativel com a
descrigao de um sistema termodinamico isolado que evolui em dire¢ao ao equilibrio térmico. Porem, a evolugao
para t < 0 é completamente diferente e, de certa forma, catastréfica. Note que essa solugao corresponde ao caso
da equagao com k < 0, uma modificagao simples, mas que tem implica¢gées profundas. A primeira observa¢ao
é que a solucdo néo existe para todo t < 0! E facil ver que para

2
g

t = tO = —%

a solugao explode. Notem que a equagao do calor tem coeficientes constantes! E mesmo assim, sua dindmica
reversa nao estd definida para todo t. E como se houvesse um “tempo inicial” associado a cada uma dessas
gaussianas, um “big bang” para essas solu¢oes, um instante to tal que para t < to as solugoes sequer existem.
Elas “nascem” em t = tg. Porém, olhando para as gaussianas do item anteré'or no limite t - to, vemos que
elas “nascem” como deltas! Quer dizer, a condigao inicial u(x,0) = uoefi’zT2 corresponde, efetivamente, a
uma condi¢ao do tipo u(x,to) o< é(x), sendo que simplesmente elas nao existem para t < to. A constante de

proporcionalidade por ser determinada, por exemplo, através da energia livre, que é constante ao longo da

evolugao temporal.

Porém, o ponto realmente interessante é a entropia. O que podemos afirmar sobre S(to)? Bem, calculando-se
esse limite ingenuamente, teremos S(ty) = —oo. A questao é como interpretar este resultado. Ora, da nossa
intui¢ao do item anterior, gaussianas mais estreitas devem estar associadas a configura¢ées de entropia menor
que gaussianas mais largas. Uma delta é a gaussiana mais estreita possivel, portanto sua entropia deve ser a
menor possivel, e visto deste angulo, ja nao parece estranho ter uma entropia S(to) = —oo para uma delta, da
mesma maneira que a entropia S(oo) = oo estd associada a gaussiana mais achatada possivel. O importante
é que a evolugao total do sistema, com ty < t < oo, corresponde a entropia crescendo monotonicamente no
intervalo (—o0,00), passamos de um sistema com contetdo de informagao “minimo” (por exemplo, todas as
(infinitas!) particulas amontoadas em x = 0) para um de informagdo “méaxima” (todas as particulas espalhadas

homogeneamente sobre a reta real).

Esta propriedade de que a evolugao reversa da equagao do fluxo de calor nao é “bem comportada”, de que
existe um “tempo inicial” to para cada solugao, aparece também em outras situagées envolvendo outros fluxos.
O caro mais célebre envolve uma equagao nao linear que lembra muito a equagao do calor, é o chamado fluxo
geométrico de Ricci, e essas ideias foram fundamentais para a ja folclérica prova da conjectura de Poincaré
de G. Perelmarﬂ Comentarei mais a respeito na aula de quarta-feira. Eu ndo conhe¢o nenhuma introduc¢ao
“simples” a conjectura de Poincaré e muito menos a prova de Perelman, mas neste texto ha varios artigos

legiveis, acessiveis a vocés com algum esforgo.

2 . . L. . .
Jamais esperou isto num teste, certo Mr. P? Meu préximo desafio sera colocar o Galois.


https://en.wikipedia.org/wiki/Grigori_Perelman
https://www.claymath.org/wp-content/uploads/2022/03/cmip19.pdf

