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TESTE 4 - MS650 - Métodos Mateméticos II, 9 de outubro de 2023.

(Atencgao: Procure responder todas as questées nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)

A chamada equagao do telégrafo (ou do telegrafista), que descreve a propagagao de sinais eletromagnéticos ao longo
de cabos elétricos, é a EDP
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— - a+B) L+ apu = 0,
sendo c a velocidade da luz e a e 3, respectivamente, 0s parametros que caracterizam a capacitancia e a indutancia da
linha. O entendimento qualitativo das solugdes dessa equagao foi fundamental para o desenvolvimento das tecnologias

de telégrafo e assemelhados no inicio do século XX.
1. (5 Pontos) Obtenha as solugdes da equagao do telégrafo da forma
1 [m —ikx
— K(t,k)e ""“dk,
el (t,k)

i.e., solugoes que correspondem a transformadas de Fourier para cada instante ¢.

u(z,t) =

Solugao. Substituindo-se essa expressao na equagao do telégrafo, temos

F (6t2 D)y +(k2c2+aﬂ)K)e*i“dk=o.

Das nossas discussées sobre a Transformada de Fourier, sabemos que as restri¢ées usuais sobre a funcao K nos
garante que a
K
ot?
Essa é uma EDO conhecida (oscilador harmoénico amortecido). Vamos procuras suas solucdes do tipo K = e

+(a+ 5)%( + (k> +af)K =0.

Teremos
(V4 (@+ BA+ K +ap) e =0,

cuja solugao geral é

As=— Q;B ~/(a-pB)? —dk2ee.

Ficamos, portanto, com a seguinte combinag¢ao 11near de solugbes para K
o a-B)2 a-B)2 .
K(t k) = e (527 (CkeV(T) w2 DV () -k2c2t)7
sendo C, e Dy, coeficientes (fungées de k) arbitrarios. A solugao geral para nossa equagao serd, portanto,
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2.

(2.5 Pontos)
Telégrafos transmitem coédigo Morse. Vamos supor, como discutimos no semestre passado e teremos opor-
tunidade de rediscutir em breve, que um ponto “.”; o simbolo mais simples do c6digo Morse, “emitido” no
instante t = 0 no meio (x = 0) de uma linha infinita, corresponda a uma condi¢ao inicial que mistura os tipos

“martelado” e “dedilhado” da linha como
w(@,0) = 6(z),  dyu(z,0) = —%(a + B)6(z).

Escreva a solugao da equacao do telégrafo que corresponde a essa situagao.

Solugao. Notem que
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de onde temos Cy, + D), = ——. Para a outra condic¢do, temos
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e, portanto, da segunda condi¢ao temos Cy, = Dy, e ficamos com

T pTE: )
u(ac,t):i/- cosh (T) - k22t | e " dk.
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(2.5 Pontos) Uma boa linha deve ser “engenheirada” para ter o = 3. Escreva a evolugao temporal do codigo
Morse “.” emitido em x = 0, no instante ¢ = 0, para uma linha dessas. Comente tudo o que conseguir sobre
essa evolugao.
Solugao. A condigdo a = 3, que por acaso simplifica bastante a anéalise, é fundamental para o funcionamento
do telégrafo. Ficamos com a seguinte solu¢ao nesse caso
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u(x,t) = ezﬂ- _[oo cos kete " dk = e4ﬂ_ [oo (671(%05)1@ + eiz(ucwk) dk = eT (0(x—ct)+6(x+ct)),

quer dizer, a solugao sdo dois deltas que se movem, respectivamente, para a esquerda e para a direital A
solugao é exponencialmente atenuada, mas ela ndo se distorce! Isso fundamental para o bom funcionamento
de uma linha que propée a transmitir informag¢do. Uma boa linha deve sempre ter o = (3, para garantir que

nao ha dispersao, com « e 3 menores possiveis. Voltaremos a comentar este assunto em breve.



