Métodos Matematicos II Turma Especial — MS650

Exame 2/Prova de Proficiéncia
1 de novembro de 2023

e FEsta prova tem 5 questées, cada uma valendo 2.5 pontos. A nota méxima é 10.

e (lertifique-se de ter se identificado em todas as folhas que usar. A prova pode ser feita a lapiz e fora de ordem,
mas procure que suas solugoes sejam legiveis. Nao é necessario repetir o enunciado, mas identifique claramente

que questao esta resolvendo. Nao entregue seus rascunhos. Nao é necessario devolver esta folha de questdes.

e O resultado sera enviado por email. Boa proval!

1. Considere a fungao

sin ax ara |z| <7
) = , Dpara |z <,

0, para |x| > 7,

com « > 0.
(a) (1.0 Ponto) Determine a transformada de Fourier F'(k) de f(z).
(b) (1.5 Ponto) Discuta o comportamento assintotico (k — o) de F(k) como fungao de .

Solucgao item 1. Temos

1 o . 1 T . 27 ™
F(k) N [w f(x)e™*da = Nor [Tr ™ sin ada = ﬁ fo sin kx sin axdz
i i (sin(k—a)w B sin(k+a)7r)

= \/ﬂfo (cos(k+a)x—cos(k:—oz)x)dm=\/% o o

(1)

Solugao item 2. Hi dois comportamentos diferentes, dependendo se o é um inteiro ou nao. Ja sabemos disso
inspecionando-se a fungdo f(x). Se o for inteiro, a fungdo é continua (C°), e esperamos um decaimento do
tipo k™2 para F (k). Por outro lado, se a néo for inteiro, a fun¢io f(x) é descontinua e sua transformada de

Fourier deve decair como k™. Para k > 1 grande, temos

F(k)

i (sin(k —a)m  sin(k + Oé)ﬂ‘)
Verk\ 1-% L+ %

[smaf_a)ﬁ(l SNEE ) _sm@m)ﬂ(l () )]

= m [(sin(k —a)m —sin(k + a)7) (1 + (%)2 + ) + (sin(k — a)7 + sin(k + o)) (% + (%)3 + )] ,

= ﬁ (sin(k —a)m—sin(k + a)m + % (sin(k - a)m + sin(k + a)w)) (1 + (%)2 + ) ,

de onde vemos que, para « arbitrario, F'(k) decai efetivamente como k™! para k> 1. Porém, para « inteiro a

7
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situagdo é diferente. Se a for impar, temos

sin(k — a)m = sin(k + a)w = —sin k7.



De maneira anéaloga, para o par, temos

sin(k — a)m = sin(k + a)7 = sink,

de onde temos que, para « inteiro,

B = e

st (4",

. L. P’ L . -2
mostrando que neste caso o comportamento assintético é, como esperavamos, do tipo k™~.

2. Calcule e esboce as duas primeiras derivadas distribucionais das fungdes abaixo.

(a) (1 Ponto) f(z) =2l zeR.

Solugao. Como sempre, é instrutivo fazer um grafico para entender o que estd acontecendo. Notem que

{ 2z, x<0
x—|z| =

0, x>0,

i.e., trata-de de uma funcao C° sem derivada em x = 0. Ja sabemos onde deve aparecer os termos

distribucionais.

z ~ ||

A primeira derivada sera f'(z) = (log 2)2*71#!(1 -

9z-lz|

D

signz). Podemos simplificar este resultado lembrando

que sign(z) = 20(x) — 1. Ficamos com f'(z) = 2(log2)2°71#10(-z)

e

2(log 2)2* 7119 (~z)

Notem que ha um salto de —2log 2 na derivada. A segunda derivada sera

() = 4(log 2)*2" 16(~x) - 2(log 2)3 (),

cujo grafico é qualitativamente igual ao anterior,

excetuando-se a delta na origem.

(b) (1.5 Ponto) f(x) =tan|z], sendo |z| a parte inteira de x > 0.

Solugdo. A fungao || é nossa conhecida “escadinha”, sua composigao com a fungao tanx nos dard uma

escadinha com degraus de altura tank, k=0,1,2,

..., vejam abaixo



As derivadas tardao apenas a parte distribucional, quer dizer, é zero em todos os pontos, exceto para x

inteiro positivo. Teremos

Fo) = g:(tank —tan(k-1))6(z—k), f"(z)= g(tank ~tan(k - 1))8" (z - k).

3. (2.5 Ponto) A EDP
Ov+v0,v=0

é chamada na literatura de equacao de Hopf e descreve certos fendémenos ondulatérios nao-
lineares em Mecénica dos Fluidos. Obtenha sua solugao com condigao inicial v(0,z) = g(z).
(Pode ser escrita de forma implicita).
Esta questao esteve na P2 do curso de 2017, cuja solugao esta no site da disciplina. Ha duas possiveis solugoes
distintas.
Solugao 1 — Explorando as curvas caracteristicas. As equagdes caracteristicas sao

ov oz ot

o " e o

cujas solugées sao: v(1,0) = vo(o), x(7,0) = vo(o)T + x0(0) e t(r,0) = 7+ to(c). Pode-se implementar a

1,

condigao inicial v(0,z) = g(x) como:
t(r,o) =7, a(r,0)=g(o)r+0, v(r,0)=g(0)

e a solugao serd portanto

g(x —vt) =v.

Solugao 2 — Talvez mais “fisica”. A equacgao
00+ cOzv =0
é uma velha conhecida nossa. Trata-se de uma “parte” da equacao da onda usual, lembrem-se que
(87 - 02 u = (8w + ¢z ) (Orv — ¢dy ),

e descreve as ondas dextrogiras, as ondas que caminham para direita (ondas direitistas, pra contrabalancear

as esquerdistas da P1 e termos um curso equilibrado politicamente...) do tipo

v=fla-ct),

com f arbitrario. Comparando-se com a equagao de Hopf, concluimos que esta é uma espécie de equagao de
ondas dextrégiras, mas cujas velocidades dependem da amplitude, um efeito obviamente nao-linear (por que?).

Poderiamos, entao, procurar solu¢ées dadas implicitamente por

v = f(z-vt).



Derivando-se ambos os lados em relagao a x temos

!
Vo = (1= vat) f = va = %tf’
De maneira analoga temos
vf’
vp = — ,
‘ 1+tf!

de onde concluimos que v = f(x —vt), para f arbitrario, é de fato a solugao que procuramos! Basta agora

impor a condigao inicial.

Este problema é tao interessante (acreditem!) que vale a pena olharmos com mais cuidado um caso explicito.
Tomemos, por exemplo, o caso em que g(z) = Te a2 Quer dizer, para t = 0, nossa onda tem o aspecto da Fig.
1. Nossa intui¢ao diz que, para t > 0, essa onda deve se mover para a direita, porém sua forma ndo se mantera
inalterada. Como a velocidade de propagagao é proporcional a v, sua base, para a qual v ~ 0, se movera muito
lentamente. Ja o topo, se movera mais rapidamente. Imagino que vocés estdo conseguindo visualizar o que

5 ¢

ocorre: a onda esta “se quebrando” Com essa condigdo inicial, é facil invertermos as expressoes

1

m:U3t2’l}3—2$t1}2+(1+3}2)’l}—1:p(’U)ZO.

Quer dizer, nossa solugao v(x,t) corresponde as raizes de um polinémio cibico com coeficientes que sao fungées
de x et. A “quebra” da onda corresponde ao instante no qual o polinémio deixa de ter uma tinica solugao real.
Sabemos que este polinébmio pode ter trés raizes reais distintas, e podemos determinar a partir do polinémio
p(v) as regides de x e os instantes de tempo t nos quais ocorrem a “quebra” da onda, como a mostrada na a

seguir.
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Figura 1: Esquerda: Condigao inicial v(x,0) = 7 2 Para @ equagao de Hopf. Direita: Solugao da
x
equacao de Hopf com essa condicdo inicial, para t = 4. A onda “se quebra”. Assim como no caso da

equagao do telégrafo, talvez pudéssemos chamar a equagdo de Hopf como equacao do surfista...

Pode-se fazer uma IC (ou até mais) s6 com esta equagao. Por exemplo, o que ocorre com a solu¢ao com
T o
1+ 22

condigao inicial v(x,0) =



4. Considere a chamada equacao bi-harmoénica em duas dimensoes

vip=0,

sendo ¢:R? > R e V¢ = V?(V2¢) = V- V(V Vo).

(a) (0.5 Ponto) Mostre que esta equagao é separavel em coordenadas cartesianas.

Solucao. Em duas dimensdes,
V' =056 +20,0,¢+ 0,6 =0.
Fazendo-se ¢ = X (z)Y (y), ficamos com

XII//Y + 2X//yll + Xy//// — 0

dividindo-se por XY e rearranjando-se os termos

X//II X// Y// Y””
2
X XY Y

Derivando-se ambos os lados em relagao a y, ficamos com
XN d YN d YNN

2= — [ )=-—
Xdy(Y) dy( Y )

d? N2
— _+ X =
da? * 2 ) 0,

que é separéavel e nos da

2
X"+>\—X:(
2

Levando-se na equagdo original, temos

A 2 2 2
le _ )\2Y” Zy=| - Y =0.
+ 4 (dy2 2

que mostra que a equagao é de fato separavel. De maneira analoga, temos também as solugées

N R
(d72y2+?)Y:0’ (@*?)XZO

(1.0 Ponto) Mostre que existem solugoes nao nulas para a equagdo bi-harmonica no
dominio D = [0,1] x [0,1] c R? tais que ¢ = 0 sobre a fronteira 9D.

Solugédo 1. Seja ¥ (x,y) uma solugao da equagao de Poisson

VY = f(2,y),

com a fonte f(x,y) harménica, ie., V2f = 0. E facil ver que 1) é solu¢do da bi-harmoénica. Vamos
explorar este resultado simples para mostrar que existem solu¢oes nao triviais da bi-harmoénica que se
anulam na fronteira D. Tome, por exemplo, f(z,y) = 1. Uma solugao particular da equagao de Posson

seria
T

wp:?~

A solugao geral, que sera solugao da bi-harmoénica, neste caso é

2
W(a.y) = n(.y) +



sendo n(x,y) uma fungdo harmonica, i.e., solu¢ao da equagao de Laplace
Vn=0.

Considerem agora a seguinte condi¢ao de contorno para n(z,y)
1 z?
1(0,y) =0, n(Ly)=-5, n(z0)=n(z1)=-=,

a qual é uma condigao de Dirchlet standard, que garante que o problema é bem posto. Com esta escolha
para n(x,y), teremos por construgao ¥ (z,y) se anulando na fronteira 9D, mas ndo eu seu interior, pois
obviamente n(x,y) + —%, o que demonstra a existéncia da solu¢ao procurada.

Solucgao 2. Vamos explorar a separacao de varidveis do item anterior. Temos que resolver as EDOs para
X (z) e Y(y) para \ arbitrario. Comecemos pela equagdo para X (x). Como procuramos uma solugao
com condigoes de contorno homgéneas, ja sabemos que o caso relevante é com A real. Uma possivel
solugdo satisfazendo X (0) = X (1) =0 é

X(z) =sinmz,

que corresponde a A = \/2m. Neste caso, a equagio associada a Y(y) é

& : d\(d |\
L A I
dy? dy dy
de onde obtemos duas solugoes facilmente: Y =e™ eY = e ™Y. Porém, esta é uma equagao de quarta or-

dem, faltam ainda duas soluc¢ées, as quais procuraremos explorando o método de variacao de parametros.

Notem que

(% -7) e = F e,

2

de onde temos finalmente o conjunto completo das solu¢ées

de onde temos diretamente que

Y(y)=(a+by)e™ + (c+dy)e ™Y = (A+ By)sinhmy + (C + Dy) cosh ry
Vamos agora impor as condi¢gées homogéneas
Y(0)=0=C=0, Y(1)=0= (A+ B)sinhw+ Dcoshr =0,

que tem como solugdo mais simples D =0 e A = —B. Ficamos entao, finalmente, com a seguinte solu¢ao

ndo trivial da bi-harmoénica que se anula ao longo do contorno:

¢ = (1-y)sinhmysinmz.

(1.0 Ponto) Apresente pelo menos um conjunto de condigoes para ¢ sobre a fronteira 9D
do item anterior suficiente para garantir que o problema seja bem posto. (Basta garantir
unicidade das solugdes.)

Solugao 1 - Explorando os funcionais de energia. Podemos adotar a mesma estratégia usada para

a equacgao de Laplace, i.e., tentaremos determinar que condi¢gbes homogéneas devem ser aplicadas na



fronteira para garantir que a tinica solu¢ao da bi-harménica seja a solugao trivial. Considerem a seguinte

identidade vetorial de demonstragao direta:
V- (69(V?9)) = (V9) - V(V79) + ¢V"¢

Integrando-se em D para solu¢ées da bi-harmoénica, temos

fD(w) V(V¢)da = ng o -V (V20)ds.

Porém, temos também esta outra identidade, igualmente ficil de demonstrar
V- ((V*9)Ve) = (V?9)* + (Vo) - V(V*9)

de onde temos finalmente
f(v2¢)2da=5£ (ﬁ-v¢)v2¢ds—5£ o+ V(V20) ds.
D oD oD

Notem que, se as integrais do lado direito se anulam, teremos necessariamente V2¢ = 0 em D. Sabemos
que a Equagao de Laplace tem solugao trivial se ¢ =0 ou se n-V¢ = 0 em OD. Por outro lado, se tivermos
¢ =0 en-Ve¢ =0 simultanecamente em D, ambas as integrais do lado direito se anularao, e mais ainda
teremos ¢ = 0 em D. Quer dizer, a aplicagao simultanea de condi¢ées de Neuman e de Dirchlet garantem
unicidade para a bi-harménica. Ha também as possibilidades de fixarmos ¢ e V2, ou ii-V e - V(V2¢)
sobre o contorno. Nestes dois casos, também teriamos solugdes tinicas garantidas.

Solucao 2 - Explorando a separagao de variaveis.

Ja sabemos do item anterior que ¢ = 0 sobre a fronteira nao é suficiente para garantirmos unicidade
das solugées. Devemos impor uma outra condi¢do além da de Dirichlet. Os modos que nao se anulam

impondo-se ¢ = 0 sobre a fronteira sao do tipo

u = ((a +by) sinh nwy + dy coshnwy) sinnrz,

com (a+b)sinhnrm + dcoshnm = 0. De maneira andloga, ha o caso no qual invertemos x e y. Temos trés
incégnitas (a, b e ¢) e uma sé equagao. Com duas equagées mais, podemos ter alguma esperanca. Estas
equagoes podem vir, por exemplo, da condi¢ao de Neuman: impor O,u=0emx=0ex =1 ou Oyu =0
emy=0ey=1. Em outras palavras, a utlizacao de condigoes de Dirchlet e de Neuman simultaneamente

garante que o problema serd bem posto.

5. (2.5 Pontos) Obtenha as solugdes da equagao do telégrafo

2 2
%—028—Z+(a+6)%+aﬁu=0,

da forma

u(z,t) = K(t, k)e *dk,

1 f°°
V2m J-oo
i.e., solugoes que correspondem a transformadas de Fourier para cada instante ¢, e resolva o

problema de valor inicial
w(x,0) = (), Ou(z,0) = —%(a + B)3(x).

Solucgao. Veja o T4.



