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Quinto Exercicio Programa

Random Walks

Resumo

Neste EP, serd introduzido o conceito de seqiiéncia (pseudo)-alea-
toria e serao discutidos alguns algoritmos para sua geracao. Sao vastas
as aplicagbes das seqiiéncias aleatdrias. Desconfio que, se pegarmos
aleatoriamente qualquer simulagdo numérica moderna, encontraremos
algum uso de seqiiéncias aleatorias... Ilustraremos o uso de geradores
de ntumeros aleatérios com duas aplicacoes “modernas”: integracao
de Monte Carlo e modelos DLA (Diffusion Limited Aggregation), este
ultimo bastante eficiente para o entendimento do crescimento de di-
versas estruturas naturais, desde cristais até recifes de corais. Casual-
mente, é também um 6timo gerador de figuras fractais interessantes
para a nossa galeria...

1 Numeros Aleatorios

Anyone who considers arithmetical
methods of producing random digits
is, of course, in a state of sin.
—|John von Neumannl (1951)

(de acordo com Knuth, vol. II)

O que significa aleatério? Como caracterizar um evento aleatério? Eles
existem realmente? E uma sequiéncia aleatéria? Estas sao questoes sutis, que
serao abordadas aqui de uma maneira bastante superficial. Espera-se, porém,
que os interessados se aprofundem no estudo destes problemas a partir do que
serd discutido neste EP. Como sempre, a principal referéncia (e inspiracao)
¢é o livro do Knuth, vol II.

Intuitivamente, associamos a idéia de aleatoriedade a de imprevisibili-
dade. Isto é razoavel. Etimologicamente, aleatério vem de alea, que no Latim
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significa sorte (ou aza...). Um evento aleatorio seria, portanto, um evento
que ocorreu por acaso, sem causa evidente, sem uma légica inerente que per-
mitisse sua previsao. Ha profundas discussoes filoséficas sobre a possibilidade
de existéncia de eventos desta natureza. (Lembrem-se do/demonio de Laplace
e do livre-arbitrio.) Por ora, vamos admitir que este tipo de evento possa
existir e que de fato exista. Assim, podemos definir uma seqiiéncia aleatoria
como uma sucessao de nimeros escolhidos completamente ao acaso, sem nen-
huma relagao entre eles, sem nenhuma légica inerente que permita calculos
antecipados. Atire um dado (honesto) e registre o valor obtido numa seqiien-
cia, por exemplo, {1,4,6,2,3,1,5,4,...}. O que podemos afirmar sobre esta
seqliencia? Primeiro, ja que se trata de uma seqiiéncia aleatoria, nao deve ha-
ver, obviamente, nenhuma lei de recorréncia do tipo Ski1 = f(Sk, Sk—1, - - -)-
A tnica coisa que podemos afirmar sobre o elemento Sy da seqiiencia é que
ele pode ser 1,2,3,4,5 ou 6, com igual probabilidade 1/6. Se fizermos um
histograma indicando a freqiiéncia com que os diferentes digitos aparecem na
seqiiencia para k — oo, devemos obter exatamente 1/6 para cada um deles.
E fundamental notar que apenas esta propriedade do histograma nao é sufi-
ciente para se caracterizar uma seqiiéncia aleatoria. Considerem, por exem-
plo, a seqiiéncia {1,2,3,4,5,6,1,2,3,4,5,6,1,2,3,4,5,6,...}. Ela pode ser
qualquer coisa, menos aleatéria! Trata-se de uma seqiiéncia perioddica, para
a qual o histograma definido acima também indicard 1/6 como freqiiéncia
para cada digito. A nao aleatoriedade é clara, entre outras coisas, porque ha
uma formula de recorréncia, estald:

SkJrl = Sk mod 6 + 1, (1)

a partir da qual pode-se prever toda a seqiiéncia usando-se como condigao in-

icial S, = 1, algo obviamente impossivel para uma seqiiéncia verdadeiramente

aleatéria. Nenhuma seqiiéncia periddica pode ser realmente aleatoria. Como,
entao, saber se uma seqiiéncia candidata a ser aleatoéria nao é, na verdade,

uma seqiiéncia com um periodo muito longo? Obviamente, s6 tem sentido

afirmar que uma seqiiéncia nao é periddica com um periodo arbitrariamente

longo se ela for infinita.

! Segundo o Houaiss, azar vem do drabe al-zahr, que significa literalmente “a flor”. Os
dados recebiam este nome pois, comumente, tinham uma das faces pintadas com uma flor.
A acepc¢ao de ma sorte surgiu posteriormente.

2 Dois inteiros a e b sdo ditos congruentes médulo c se a diferenca a — b for um miltiplo
de ¢, i.e., a = bmod ¢ é equivalente a dizer que a — b = nc, para algum inteiro n.
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Ora, mas o que é um computador se nao um dispositivo que somente
realiza certas operacoes pré-estabelecidas? E como esperar de um disposi-
tivo desta natureza qualquer resposta aleatoria? Nao ¢é dificil perceber que
estamos diante de um paradoxo. Computadores s6 fazem o que sao manda-
dos. Em particular, se forem solicitados a fazer duas vezes, em instantes de
tempo diferentes, a mesma tarefa, elas serao concluidas de maneira idéntica.
Suponham que a tarefa fosse “crie uma seqiiéncia aleatoria”. Seriam criadas
duas seqiiéncias idénticas, a partir de um certo “programa”, indicando, clara-
mente, que elas nao sao verdadeiramente aleatorias, acarretando o paradoxo.
Esta é a esséncia da epigrafe desta secao, atribuida a lJ. von Neuman.

Rigorosamente, num computador, o maximo que podemos obter ¢ uma
seqiiencia pseudo-aleatéria. H& definigoes precisas para todos estes termos.
Usaremos aqui, porém, apenas as idéias intuitivas. Uma seqiiencia pseudo-
aleatoria é uma seqiiéncia que, para determinados fins, se comporta como
uma seqjiiéncia verdadeiramente aleatéria. E comum na literatura abandonar-
se o prefixo pseudo-, o que quase sempre acaba em confusao. Obviamente,
nao sou uma excec¢ao... Ha diversos algoritmos para a geragao de seqiiéncias
pseudo-aleatorias. Os mais simples e difundidos, curiosamente, estao basea-
dos em regras semelhantes a (Il), a qual gerou nosso exemplo explicito de
seqiiéncia nao-aleatérial Consideremos, por exemplo, uma seqiiéncia do tipo
congruéncia linear

Sk+1 = (aSy + b)mod c. (2)
Analisemos a seqiiéncia obtida coma=5,b=3,c=8¢ S5; = 1:
{1,0,3,2,5,4,7,6,1,0,3,2,5,4,7,6,...}

Trata-se, claramente, de uma seqiiéncia periddica. Os valores se repetem
a cada 8 elementos. Obviamente, nao se trata de uma sequiéncia aleatoria.
Porém, a maneira com que os 8 digitos (de 0 a 7) aparecem num periodo,
para véarios efeitos préticos, pode ser considerada como imprevisivel. Uma
seqiiéncia deste tipo, para ser 1util como uma seqiiéncia pseudo-aleatoéria,
deve ter um periodo grande. Nao é dificil perceber que o periodo obtido
serd, no maximo, igual a ¢. Numa seqiiéncia de periodo méximo (chamada
ciclo-completo ou full cycle), cada digito entre 0 e ¢ — 1 pode aparecer uma
sO vez em cada periodo, garantindo-se, portanto a mesma distribuigao para
todos os digitos no limite de & — oco. Pode-se garantir que serao sempre
obtidos ciclos completos e longos a partir de (2)) se as constantes a, b e ¢
forem cuidadosamente escolhidas. (Vejam Knuth, Secdo 3.1). A Tabela 1
mostra algumas escolhas comuns para estas constantes.
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Implementacao a b c S
IBM RANDU 65539 0 231 123456789
Congrueéncia Linear
minima 16807 0 231 1 1
funcao rand ()
linguagem C (ANSI) 1103515245 12345 231 12345
Numerical Recipes 1664525 1013904223 232 1
CRAY 44485709377909 0 218 1
Maple 427419669081 0 102 — 11 1

Tabela 1: Escolhas tipicas para geradores de niimeros aleatorios baseados
em congruéncia linear, veja Eq. (2). Notem que o maior nimero que pode
ser armazenado num unsigned int da linguagem C é 232 — 1 = 4294967295.
O algoritmo da Congruéncia Linear minima (Minimal Standard LCG), foi
introduzido em |S.K. Park e K.W. Miller, Random Number Generators: Good
Ones Are Hard To Find, Communications of the ACM, 31, 1192 (1988) e
¢ usada com padrao minimo de qualidade para geradores pseudo-aleatérios.
A implementacao RANDU da IBM foi muito popular nos anos 60. Algum
tempo apos seu lancamento, descobriu-se que ela continha uma falha quase
elementar. Muitos trabalhos da época estao ainda sob suspeita. De acordo
com D. Knuth, ...its very name RANDU is enough to bring dismay into the
eyes and stomachs of many computer scientists!

Muitas aplicagoes praticas requerem seqiiéncias pseudo-aleatérias reais
Ui, com 0 < U, < 1 e distribuicao uniforme, o que significa que a proba-
bilidade de Uy, € [z,2 + Az] € [0,1) é dada por Az. Uma seqiiéncia deste
tipo pode ser facilmente obtida de (2]) escolhendo-se Uy = Si/c. Ha diversos
testes estatisticos que podem ser feitos para caracterizar quantitativamente
o “grau de aleatoriedade” de uma seqiiéncia pseudo-aleatéria. Os interes-
sados devem consultar o livro do Knuth e também os Numerical Recipes.
Uma vez mais, ficaremos apenas com algumas idéias intuitivas. Suponham
que usassemos o gerador de seqiiéncias pseudo-aleatorias para escolher, alea-
toriamente, pontos (xg,yx) tais que 0 < xg,yx < 1. Que tipo de imagem
esperarfamos encontrar quando marcassemos estes pontos no plano (z,y)?
A resposta estd na Figura 1. Talvez seja instrutivo também darmos uma ol-
hada em um caso em que as coisas nao funcionam tao bem. Vejam a Fig. 2.
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Figura 1: Imagem correspondente a 50.000 pontos gerados a partir da
congruéncia linear minima (veja Tabela 1). A auséncia de qualquer estrutura
evidente é uma indicacao de que os pontos se comportaram de uma maneira
“bastante aleatéria”. Os pontos foram gerados pelo programa lcg.c, dis-
ponivel no repositorio. O gréafico foi feito com o gnuplot e os comandos
usados estao anexados no final do programa.

O caso do “desastre” da implementagcao RANDU da IBM dos anos 60
merece um destaque especial. Esta implementacao foi usada nos pacotes
cientificos preparados pela IBM para o historico e notavel] System/360. Este
sistema foi muito difundido, tornando-se um padrao no mundo das ciéncias
e dos negdécios. Desgracadamente, o gerador RANDU também se difundiu
com o sistema. Podemos repetir o teste do plano para o RANDU, usando os
dados da Tabela 1. A imagem obtida serd como a da Fig. 1, sem nenhuma
estrutura evidente. Obviamente, este teste, dentre outros, foi feito pelo pes-
soal da IBM. Porém, podemos também questionar o que deveriamos esperar
de uma seqiiéncia aleatéria se a usassemos para escolher pontos nao no plano,
mas no espago. Em outras palavras, que imagem deve-se esperar de pontos

3Eu vi (e mexi) num!
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Figura 2: Imagem correspondente a 50.000 pontos gerados a partir de uma
(péssima) congruéncia linear com a = 1277, b = 0 e ¢c=131072. Ao contrério
da Fig. 1, ha aqui uma estrutura evidente. Os pontos dispoem-se ao longo de
certas retas, claramente indicando algum efeito periédico, alguma correlacao
entre pontos subseqiientes, mesmo tratando-se de “apenas” 50.000 pontos,
menos da metade do valor de c.

(Tk, Yk, 21) tais que 0 < xy, yg, 21 < 1, escolhidos aleatériamente? Por ana-
logia ao que ocorreu no plano, se os pontos forem escolhidos aleatériamente,
deveriamos obter uma ocupagao homogénea de um cubo de aresta 1, sem
nenhuma estrutura aparente, certo? Vejam, agora, a Fig. 3. Ha uma estru-
tura 6bvia, ligada a uma forte (e inesperada) correlacdo que ocorre acada 3
pontos dada por

Sky2 = 6Sk41 — 955

Vejam algumas citagoes curiosas sobre este fato no artigo correspondente da
Wikipedial.

J& temos condigoes de implementar um gerador de ntumeros pseudo-
aleatorios. Porém, fica a impressao que somente é possivel gerar seqiiéncias
peridédicas, mesmo que seus periodos sejam arbitrariamente longos, limita-
dos pelo valor de ¢. Como ja sabemos utilizar a aritmética de precisao ar-
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Figura 3: Imagem tri-dimensional correspondente a 50.000 pontos gerados
a partir da implementacao RANDU. Os pontos ocupam apenas 15 planos
contidos no cubo! Um péssimo comportamento “aleatorio”. Novamente, de
acordo com D. Knuth, ...its very name RANDU 1is enough to bring dismay
into the eyes and stomachs of many computer scientists!

bitraria (MPA), podemos, em principio, gerar seqiiéncias com periodo arbi-
trariamente grandes usando congruéncia linear. Contudo, podemos fazer algo
ainda melhor e, de certa forma, surpreendente. E possivel gerar seqiiéncias
nao-periédicas (ou de periodo infinito) explorando-se os sistemas cadticos.
Podemos, por exemplo, considerar o nosso conhecido mapa logistico

Tyl = 4)\$k(1 — l’k), (3)

x € 10,1 e A € (0,1]. Este mapa do intervalo [0,1] nele mesmo é um
protétipo de sistema cadtico (Mais detalhes, no livro M. Tabor, Chaos and
Integrability in Non-Linear Dynamics). O comportamento deste sistema é
determinado pelo valor da constante A\. A dinamica cadtica aparece para
A = 1. Para este valor de A, introduzindo-se a nova variavel z = (yx +1)/2,
temos a partir de (3])

Yk+1 = 11— 2yl%7 (4)



com y, € [—1,1]. Introduzindo uma outra varidvel y, = sinj, obtemos o
seguinte mapa, equivalente a (3) para A\ =1,

sin 01 = cos 20,

com 6, € [0,27]. Este mapa, porem, nada mais é do que uma transformagao
linear

Ors1 = <20k + g) mod 27. (5)

Podemos agora apresentar um argumento sugerindo que a seqiiéncia defi-
nida por (Bl é essencialmente nado-periédica. De fato, mostraremos que a
seqiléncia, salvo para condicoes iniciais especiais, tem as mesmas proprie-
dades estatisticas dos digitos de 7. A equagao (H) tem como solu(;éoﬁ

0, = (2’“90 T2k - 1)%) mod 27,
que para k > 2 pode ser escrita como

2k=1g 1
O = (leo — g) mod 27 = 27 Frac ( 0 _ —) ,

T 4

sendo Frac a parte fracionaria. Qualquer periodicidade da seqiiéncia deve
vir da parte fracionaria. Supondo, por exemplo, que 6, seja racional, é facil,
gragas ao fato de 7 ser irracional, perceber que nao havera periodicidade.
De fato, s6 havera periodicidade se 6y for uma fracao racional de 7. Para a
imensa maioria de condic¢oes iniciais teremos, portanto, um comportamento
nao periodico que, como veremos, pode dar origem a um 6timo gerador de
nuameros pseudo-aleatorios.

H& uma sutileza quanto a distribuicao dos niimeros pseudo-aleatérios ge-
rados a partir do mapa logistico. E claro que a seqiiéncia ¢, dada por (5
estd uniformemente distribuida no intervalo [0, 27], mass esse ndo é o caso
da seqiiencia original x; dada por ([B). Tudo pode ser resolvido, porém,
usando-se

Tpp1 = Azl —xy),

I
Ukt = —COS (1 = 2xp4) . (6)

4Prove!



Para qualquer z, diferente de 0, 1/4, 1/2, 3/4 ou 1, a seqiiéncia uy serd
nao periédica e homogéneaﬁ no intervalo [0,1]. A seqiiéncia zj, tende a se
aglomerar nos limites do intervalo. A probabilidade de xj estar proximo de
0 ou préximo de 1 é maior do que estar préximo de 1/2, por exemplo. Vejam
as Fig. 4 e 5, geradas a partir do programa lm.c. Leiam com atencao os
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Figura 4: Imagem tri-dimensional correspondente a 50.000 pontos gerados
a partir da iteragdo do mapa logistico ([B]). Pode-se ver claramente que a
seqiiéncia zj tende a se aglomerar nos limites do intervalo.

comentarios do programa, hé sutilezas.

Este EP contem duas partes, que serao expostas logo a seguir. Para
atacé-las, vocés deverao usar geradores pseudo-aleatoérios. Vocés deverao
implementar os seus, nao vale usar a funcao RAND(), mesmo sabendo como
ela funciona. Podem usar qualquer gerador, até mesmo inventar um, desde
que ele passe nos testes da distribuicao homogeénea plana e espacial. Em caso
de duvida e/ou algum impasse, use a congruéncia linear minima. Um 6timo
exercicio de aquecimento seria implementar o padrao do Numerical Recipes
(Ver tabela 1). Note, porem, que o valor de ¢ é maior do que o maximo
que pode ser armazenado num unsigned int. Isto pode ser resolvido sem

5Para mais detalhes, aqui.
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Figura 5: Imagem tri-dimensional correspondente a 50.000 pontos gerados a
partir da iteragdo do mapa logistico (@). A distribuicdo é homogénea, como
esperado.

a introducao de esquemas de MPA. Tentem. As seqiiéncias nao periédicas
como a gerada a partir do mapa logistico devem ser usadas sempre que o
nimero de pontos for muito alto, quando correriamos o risco de ultrapassar
o periodo dado por ¢. Tipicamente, é menos custoso computacionalmente
implementar um gerador pseudo-aleatério baseado no mapa logistico do que
uma congruéncia linear usando MPA.

2 Integracao de Monte Carlo

Os algoritmos de integracao de Monte Carlo se baseiam em uma idéia simples
e intuitiva. A implementagdao de uma versao simples destes algoritmos é a
primeira parte deste EP. Suponha que vocé tem uma funcao suave f(z) e
que deseja calcular a integral definida S = fab f(z)dx, a qual corresponde a
drea sob a curva f(z), veja Figura 6. Sorteie N pontos na regiao [a, b] x [0, (]
do plano (z,y), distribuidos de maneira homogénea, como na Figura 1. E
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Figura 6: Integracao de Monte Carlo. Mais referéncias, aqui.

natural esperar que
. m(N) S
lim = ,
N—oco N C(b — a)

(7)

sendo m(N) o nimero de pontos que caem abaixo da curva f(x). Este resul-
tado pode ser provado, vejam as referéncias pertinentes aqui. Escolhendo-se
um N grande, tipicamente tem-se um erro pequeno nestes algoritmos. Uma
versao mais moderna do algoritmo de Monte Carlos, mais robusta com relagao
a erros, € chamada de VECGAS. Obviamente, estes método requerem gera-
dos de niimeros aleatérios confiaveis e de ciclo longo, ja que boas precisoes
certamente irao requerer muitos pontos. Sao trés as atividades desta primeira
parte do EP:

2.1 Calculo de 7

Seja o quarto de circunferéncia unitaria f(x) = /(1 — 22), x € [0, 1]. Sabe-se
que S = fol V(1 = 22)dz = 7 /4. Use o método de Monte Carlo para estimar

o valor de m. Como sempre, as melhores aproximacgoes serao premiadas..

6 Sao todas referéncias a cassinos, obviamente. Fisicos (e mateméaticos) mostram com
freqiiéncia interesse por jogos e cassinos, vejam o processo [Urcal, por exemplo
7 Para comparacoes, ai vao 20 casas decimais: m = 3.14159265358979323846 . . .
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2.2 Calculo de ¢

O numero e ¢ tal que
¢ dx
S(e) = — =1.
. T
Das propriedades elementares da hipérbole, sabe-se que 2 < e < 3. Use o
método de Monte Carlo para implementar a fungao s(y) Y4 (trata-se,

= 1 =z
obviamente, da func¢do Iny). Note que, para y = e, s(y) = 1

2.3 A tragédia anunciada:
calculando-se volumes com o RANDU

Como vimos, o problema mais sério da implementagao do RANDU da IBM
eram as correlacoes da Fig. 3. Implemente um algoritmo do tipo Monte
Carlo para se calcular volumes. Encontre um sélido cujo volume calculado
via Monte Carlo com o gerador RANDU difira em mais de 20% do seu valor
real.

3 O modelo DLA

O modelo DLA! (Diffusion Limited Aggregation) é usado para descrever cer-
tos processos de crescimento por agregacao. E o que acontece, por exemplo,
com certos cristais de sais que crescem em torno de impurezas. Conside-
rem uma certa quantidade de algum sal dissolvida na agua. Se a concen-
tracao for baixa, pode-se supor que as pequenas particulas dissolvidas vagam
pela dgua num movimento aleatério, o nosso ja conhecido movimento Brow-
niano. Considerem agora que ha alguma impureza, muito mais pesada que
as particulas, nessa solucao. Por ser pesada, a impureza estd em repouso.
Se, por acaso, algumas das particulas de sal que vagam pela solucao encostar
na impureza, acabara se ligando a ela de maneira definitiva. Desta maneira,
novas particulas vao se agregando, formando uma estrutura com certas pro-
priedades que dependem da impureza e das particulas, como a mostrada na
Fig. 7. Este processo nao ocorre s6 para cristais, mas também em diversas
estruturas bioldgicas.

Nosso modelo serd um modelo plano, em R% O plano seré discretizado
com, por exemplo, 500 x 500 pontos. Um par de inteiros (i, ;) localizard

8 Para comparacoes, ai vao 20 casas decimais: e = 2.71828182845904523536. . .
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Figura 7: Estrutura de cobre formada a partir de uma solugao de sulfato de
cobre numa célula de eletrodeposi¢ao. Mais informaces, [aqui.

um ponto no plano. No centro, haverd um ponto contendo a impureza em
torno da qual o cristal ira crescer. Uma hipdtese bastante razodvel se a
concentracgao for baixa é que as particulas se agregam uma a uma a estrutura.
Essencialmente, o movimento descrito pela particula antes de uma eventual
agregacao ¢ um random walk, ou passeio aleatério. Isto significa que, se a
particula estd na posigao (i,7), no préoximo passo pode estar em qualquer
uma das 8 posigoes vizinhas ((i—1,7—1), (i—1,7), i—1,7+1), (4,5 —1),
(i,j+1), (i+1,7—1), (i+1,7) ou (i + 1,7+ 1)), com igual probabilidade,
e assim por diante.

A dinamica do modelo pode ser descrita da seguinte forma. Uma particula
surge aleatoriamente em alguma posi¢ao do plano e caminha num random
walk até encontrar a estrutura (ou a impureza, caso seja a primeira) e se ligar
a ela, ou até que eventualmente saia do plano. Entao, uma nova particula
surge num outro ponto aleatério e a dinamica segue. Uma imagem de uma
estrutura plana tipica gerada por este processo esta na Fig. 8. Num dado
ponto do plano, s6 pode haver uma tunica particula. Portanto, as particulas
se agregam a estrutura sempre que chegam a alguma posicao vizinha de
algum ponto ocupado. Em geral, o processo para apés um certo nimero de
particulas terem sido agregadas, ou até que alguma parte da estrutura atinja

13


http://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion-limited_aggregation
http://en.wikipedia.org/wiki/Random_walk

A3¥
G, 5

: * %
Lik | 'ﬁ&- 3%

Figura 8: Estrutura plana (fractal!) gerada por DLA. Notem a semelhanga
com a estrutura real de cobre da Fig. 7.

os limites de nosso segmento de plano.

Na pratica, uma simulagao deste tipo levaria muito tempo. No inicio,
quando a estrutura ainda é pequena, a probabilidade de que uma particula
que surja ao acaso num ponto aleatorio do plano seja levada, por movimento
Browniano, ao encontro da estrutura ¢é baixissima. Gastaria-se muito tempo
simulando-se particulas que escapariam da estrutura. Isto pode ser melho-
rado adotando-se a seguinte estratégia. As novas particulas sempre surgem
sobre (aproximadamente) um circulo que engloba a estrutura, cujo o diametro
é cerca de duas vezes o tamanho da estrutura. Além disso, pode-se admitir
que a particula esta perdida se ela se ultrapassar um circulo com o dobro do
tamanho deste tultimo. Os applets disponiveis aqui| e aqui podem ajudar a
visualizagao deste processo.

A segunda parte do EP consiste em fazer um programa com o modelo
DLA no plano. As figuras obtidas devem ser gravadas num arquivo PPM
(ou equivalente). Sugere-se que as figuras sejam também enviadas a nossa
galeria. Como sempre, ha diversas maneiras de se “colorir”’as figuras. A mais
comum ¢ estabelecer um codigo de cor que leve em conta o instante em que
a particula foi agregada. Tons mais escuros, por exemplo, poderiam indicar
particulas mais antigas na estrutura, enquanto os mais claros corresponde-
riam as mais novas. Imagens semelhantes existem em estruturas de corais
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http://apricot.polyu.edu.hk/~lam/dla/dla.html
http://polymer.bu.edu/java/java/dla2/dlaapplet.html

(Fig. 9). Sugiro que vocés experimentem alterando a forma da impureza

Figura 9: Estruturas de corais com forma semelhantes as obtidas por pro-
cessos do tipo DLA.

inicial. Considerem linhas, quadrados, triangulos, etc. Poderemos ter varias
surpresas agradaveis.
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