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Algoritmos subctibicos para multiplicacao matricial

Resumo
Nesta terceira atividades projeto, vamos introduzir as principais noc¢oes
sobre complexidade algoritmica e apresentar os algoritmos de Stras-
sen para multiplicagao matricial. Faremos diversos “experimentos”
computacionais com esses algoritmos.

1 Preliminares

A nocao fundamental que exploraremos nesta atividade é a de complexidade
algoritmica. Tentaremos manter este texto o mais auto-contido possivel, mas
para detalhes extras e pré-requisitos, recomenda-se [I], uma das obras béasicas
da literatura do curso. Este é um assunto vasto e aqui o exploraremos apenas
superficialmente. Grosso modo, complexidade algoritmica é uma medida
do “custo” em tempo, energia, ou qualquer outra quantidade de interesse,
necessario para que um algoritmo seja executado completamente. Vamos
tomar como exemplo a operagao que nos interessa agora, a multiplicacao
matricial AB = C. Se A e B sao, respectivamente, matrizes m xp e pxn, a
matriz produto serd uma matriz m x n. Da definicdo do produto matricial,
sabemos que as entradas de C, em termos das entras de A e B, sao dadas
por

p
Cij = Y Qikbij, (1)
P

com1<i<mel<j<n. Podemos facilmente propor um algoritmo tal
que, dada duas matrizes A e B, calcule seu produto C' = AB. Basta, por



exemplo, calcular a soma para cada uma das entradas de C'. Serao ob-
viamente mn somas dessas. Para os nossos propdsitos, contaremos apenas
as operacoes aritméticas elementares, aquelas realizadas com as entradas das
matrizes dadas A e B, que podem estar em formato floating-point ou de
inteiros. Vamos ignorar todos os outros “custos” associados ao algoritmo,
como por exemplo o custo de se montar e executar instrucoes em loop, o
custo associado a registrar e recuperar valores de variaveis na memoria, etc.
Esta é uma aproximacao comum na analise de complexidade de algoritmos
numéricos, mas que obviamente nao é adequada para aplicagoes computa-
cionais nao numéricas como, por exemplo, organizacao de listas, etc. Cada
operagao do tipo (/1)) envolve p produtos e p — 1 adigbes elementares. Assim,
temos que o “custo aritmético”[[] para obtermos o produto das matrizes A e
B consistird em mnp produtos e mn(p—1) adigdes elementares. Para efeitos
desta atividade, essa serd a complexidade do algoritmo descrito por . Po-
demos sempre manter as operacoes de multiplicacao e de adicao separadas,
explicitando o nimero de cada uma delas, ou o que é mais frequente, vamos
definir o custo em termos das operacoes de adicao, definindo-se w como a
razao entre o custo de um produto e uma adicao elementares. Neste caso, o
custo total, em termos do custo de adigoes elementares, serd (1+w)mnp—mn.
O valor de w para aplicagoes praticas depende, em ultima instancia, do pro-
cessador utilizado. Esse tipo de parametro pode ser obtido na documentacao
dos processadores de interesse. Tipicamente, as instrugoes para soma e mul-
tiplicacao de niimeros em formato floating-point sao, respectivamente, FADD e
FMUL, e seus principais parametros de execucao (latency, throughput, etc) sao
sempre apresentados em nimeros de ciclos do clock do processador. Nosso
paramero w € a razao entre o custo de uma instrucao FMUL e uma FADD e,
obviamente, deve ser entendido estatisticamente, i.e., em média. No passado
nao muito distante, as instrugoes FMUL eram bastante mais custosas que as
FADD e nao era raro encontrar valores de w da ordem de 10. No caso do |Z80,
processador extremamente comum no inicio dos anos 80, nem sequer havia
uma instrucao do tipo FMUL, e a multiplicacao era implementada via soft-
ware, podendo implicar, na pratica, em w superiores a 50. Gragas a avangos
consideraveis nos circuitos dos processadores, hoje em dia é comum termos
w da ordem 1, o que na pratica nos leva a considerar equivalentes, do ponto

1E(ra) comum empregar a expressao FLOP (float-point operation) para designar esse
custo. A unidade FLOPS, float-point operation per second, ainda é comum para designar
o desempenho de CPUS.
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de vista de custo, somas e multiplicagoes elementares. Uma étima referéncia
on-line sobre processadores e o desempenho de suas principais instrucoes é
[2], procurem por Instruction Tables.

Vamos restringir nossas analises, por simplicidade, ao produto de matrizes
quadradas n x n. Nesse caso, a complexidade da multiplicacao matricial
serd (1 +w)n3 —n?. Nosso interesse maior serd sempre no comportamento
assintotico da complexidade algoritmica. Para este fim, vamos introduzir a
notagao O(g(x)), chamada big-O, para denotar comportamentos assint6ticos
de fungoes. Dizemos que f(x) = O(g(x)) se existirem uma constante positiva
c e um xg tal que

0< f(z) <cg(x), paratodo x> xg. (2)

Estamos interessados basicamente em comparar fun¢oes nao negativas. Desta
definigao, é evidente que f(z) = O(g(x)) implica que g(x) é um limite
superior para f(x) para valores de x grandes, um limite superior para o
crescimento de f(z). Rigorosamente, O(g(x)) define uma classe de equi-
valéncia, e portanto, seria mais adequado afirmar que f(x) € O(g(x)), e ndo
f(z) = O(g(x)). Vamos ignorar estas sutilezas aqui, ndo serdo relevantes
para nossos propositos. Como sempre, exemplos serao uteis para fixarmos os
conceitos. A complexidade da multiplicacao de matrizes quadradas é do tipo

(1+w)n®-n?=0(n?), (3)

pois é facil ver que
0<(1+w)n®-n?<(1+w)n? (4)

para todo n. Tecnicamente, com a nossa defini¢ao, temos que toda a fungao
que é O(nk) serd também O(nk*1), para todo k inteiro nao negativo, quer
dizer, o conjunto das fungoes O(n*) esta contido no conjunto das fungoes
O(nk+1). Porém, para os nossos interesses, vamos sempre considerar o menor
desses conjuntos, quer dizer, nosso interesse é no limite superior mais estrito
possivel. Muitas vezes se utiliza a notacao O(g(x)), definida de maneira
analoga, mas se existirem duas constantes positivas c; e ¢y e um xy tal que

0<cg(z) < f(z) <cog(x), para todo > xp. (5)

Aqui vamos adotar a notagao O(g(x)), sempre no sentido do limite superior
estrito.



O nosso algoritmo de multiplicagao tem complexidade O(n?) e isso nos
da informacao sobre o custo de sua execucao. Por exemplo, podemos estimar
que a multiplicacao de duas matrizes 100x 100 serd 103 vezes mais custosa que
o caso da multiplicagao de duas matrizes 10 x 10. Esse é um tipico algoritmo
polinomial, pois sua complexidade é um polinémio no parametro associado
a quantidade total de dados, que aqui obviamente é o tamanho n da matriz
quadrada. Algoritmos polinomiais sao tipicamente bons. Hé&, obviamente,
algoritmos “ruins” do ponto de vista de complexidade, e convém dar um
exemplo ilustrativo. Considerem o seguinte problema.

Problema (Problema da soma de subconjuntos). Seja S = {s1, 2,53,...,5n}
um conjunto de n inteiros s € Z. Determine se hd algum subconjunto de S
cuja a soma seja M.

Este exemplo, um classico na teoria de complexidade, vejam por exemplo
a se¢ao 35.5 de [1], nos permite ilustrar varios pontos sutis. Vamos comegar
supondo que tenhamos uma resposta ao problema, quer dizer, que sabemos
que ha um subconjunto e o temos. Qual é o custo para verificarmos que, de
fato, temos a resposta? Bem, é o custo associado com somar os inteiros do
subconjunto e verificar que o resultado é M. No pior dos casos, teremos que
o subconjunto seria o proprio conjunto inicial S e, nesse caso, terfamos que
fazer n—1 somas. Portanto, temos que, no pior dos casos, a complexidade da
verificagao da soluc¢ao é O(n) e, portanto, polinomial em n. Porém, e se de
fato nao sabemos se ha ou nao tal subconjunto e temos que procura-lo? Qual
seria a complexidade desta operacao? Bem, basicamente teriamos que fazer
uma busca exaustiva sobre todos os possiveis subconjuntos de S, realizar as
somas, e verificar se o resultado é M. Quantos subconjuntos de k inteiros
podemos formar a partir da nossa lista de n inteiros? Sabemos a resposta,
ela serd dada pelo nimero de combinagoes possiveis

(£)- o

Para cada subconjunto (combinagao) de k inteiros, teremos que fazer k —
1 somas para verificar se o resultado é M. Portanto, o nimero total de



operagoes para “varrer” todas as possibilidades serd?]

S 0-0(}) - o - (512 e 0

i.e., esta estratégia tem uma complexidade O(n2"). Os problemas cuja
solucao exigem algoritmos de complexidade polinomial, como o nosso pro-
blema de verificar se uma solucao do problema é de fato correta, sao ditos
problemas da classe P, de polinomial. O problema de calcular o produto de
duas matrizes A e B também é da classe P. Notem que o problema da soma
de subconjuntos é curioso, pois a tarefa de verificar uma solucao é de com-
plexidade polinomial, mas procurar essas solucoes com a nossa estratégia
acima é de complexidade muito maior que polinomial. Denota-se por NP
(nondeterministic polynomial) os problemas cujas solu¢oes podem ser verifi-
cadas por algoritmos polinomiais. A pergunta que da origem ao talvez mais
famoso problema da computacao é se os problemas do tipo NP possuiriam
algoritmos polinomiais, ainda desconhecidos, para sua solucao, ou de ma-
neira informal, se P = NP. Para mais detalhes, ver o Capitulo 34 de [I]. Nao
nos aventuraremos mais nesse campo riquissimo, sutil e escorregadio (para
mim!).

2 Multiplicacao matricial

Vamos retornar a multiplicagao matricial , restringindo-nos as matrizes
quadradas n x n. Vimos que o algoritmo baseado na defini¢ao requer
(1 +w)n3 —n? operagoes (adigoes) elementares. Porém, fica a pergunta: po-
deriamos fazer melhor, com um menor nimero de operagoes? A resposta é
sim. Vamos explorar uma ideia que esta proposta como o exercicio 42 da
secao 4.6, Volume 2, do sempre inspirador Knuth [3]. A questdo envolve o
produto de dois niimeros complexos

(a+bi)(c+di) = (ac—0bd) + (ad + be)i. (8)

O produto de dois nimeros complexos, vistos como pares de niimeros reais,
envolve quatro produtos e duas somas reais. A pergunta do exercicio é: po-
deriamos fazer esse produto usando apenas trés produtos reais? A resposta

2Este resultado pode ser provado explorando a definicdo dos binémios de Newton:
n
(x+y)" = Z (Z)x”’kyk e sua derivada, e tomando-se z =y = 1. Provem!

k=0



é sim, e envolve os seguintes produtos

my=ac, mo=bd, ms=(a+b)(c+d), 9)
de onde temos
mi—ma
(a+bi)(c+di) = (ac-bd)+ (ad + be) i. (10)
—_———

m3—mi1-ma2

Vemos que é possivel fazer o produto de dois nimeros complexos a partir de
3 multiplicagoes e 5 adicoes reais, quer dizer, para ter menos multiplicacoes,
pagamos o preco de termos mais adicoes. Estratégias deste tipo podem
resultar num custo total menor se w for grande o suficiente.

Este exemplo nos inspira a tentar aplicar construgoes semelhantes em
outros casos. Vamos considerar o problema do cédlculo do produto escalar de
dois vetores V, W € R”,

k=1

Esta operacgao, como definida, requer n produtos e n—1 adigoes para o calculo
do produto escalar. Poderiamos fazer de outra forma? A resposta, como ja
devem ter adivinhado, é sim. Vamos supor momentaneamente que n seja
par. Teremos a seguinte identidade

n

n n

n 2 2 2

Y vkwg = Y. (Vapo1 + Wag) (Vag + Wap—1) = Y Vop_1Vok — P, Wap1wap.  (12)

k=1 k=1 k=1 k=1
Notem a estrutura desse produto. Tomamos a soma das entradas impares
de V com as pares de W e calculamos o produto com a soma das entradas
pares de V com as fmpares de . Obviamente, aparecerdo termos espurios
no produto, e os subtraimos para obter o produto escalar original desejado.
Uma possivel vantagem € que agora temos que calcular § produtos no lugar
de n. Sera que houve algum ganho? Vamos conferir. O primeiro somatério

envolve 37" — 1 adigoes e § produtos. O segundo e o terceiro somatdrios

envolvem, cada um deles, 5 produtos e 5 -1 adigoes. O total de operagoes

2
serd (3w +5) 5 — 1, o que, desgracadamente, nao representa ganho nenhum
em relacao ao calculo usual. Porém, a mesma ideia pode ser vantajosa para

matrizes, como veremos a seguir. Notem que a hipdtese de n par, para

6



efeitos de complexidade, nao implica em perda de generalidade. Se n for
impar, basta considerar n — 1 no algoritmo e adicionar o produto extra
UpW,, O que implicaria em uma soma e um produto a mais para termos o
produto escalar desejado.

O algoritmo de Winograd para multiplicagdo matricial explora a identi-
dade (12)) para matrizes. A motivacao principal é que as componentes ¢;;
do produto matricial sao, de fato, produtos escalares dos vetores linhas e
colunas de A e B, respectivamente. Teremos

n n

n
2 2 2
Cij = Z (Gi,2k—1 + bzk,j) (ai,2k + bzk—l,j) - Z Q; 2k-105,2k — Z b2k—1,jbzk,j- (13)
k=1 k=1 k=1
Por que o algoritmo de Winograd pode representar, de fato, um ganho, se
o produto escalar é pior que o usual? Porque os dois 1iltimos somatodrios
em sao calculados separadamente e uma tnica vez para as linhas de A e
para as colunas de B. Vejamos. O primeiro somatério envolve, como no caso
anterior, 37” -1 adicoes e & produtos. Como sao n? entradas de C, vamos

precisar de 222n3 —n?2 operacdes para calcular o primeiro somatério para toda

2
a matriz C'. Cada um dos outros dois somatério requer apenas “T‘“n2 -n
operacgoes para serem calculados. Lembrando que héa ainda duas subtracoes
(que contam como adi¢oes para efeitos de complexidade) para cada entrada

de C, temos que o nimero total de operagoes elementares envolvidas em (|13])

’

é
3+wn“°’+(2+u})n2—2n=0(713). (14)

Para que nao haja duvidas, o algoritmo [If implementa o produto de Wino-
grad . Notem que estamos ignorando os custos associados as varidveis
necessarias para armazenar os dois ultimos somatorios de . Continua-
mos com um algoritmo ciibico, i.e., um algoritmo de complexidade O(n?),
mas comparando-se com , vemos que economizamos %3—n2 multiplicagoes,
mas pagamos o preco de termos % +3n? - 2n adigoes extras. A razao entre o
nimero de operacoes do algoritmo de Winograd e o usual para calcular

o produto de duas matrizes grandes (n - o) sera
3+w
2+ 2w’

de onde temos que, efetivamente, o algoritmo de s6 ird representar um
ganho em relagao a multiplicacao usual se w > 1. Chegamos a primeira
atividade deste projeto.

(15)



Algoritmo 1: Produto de Winograd (13).

Entrada: Matrizes n xn A e B, com n par.
Saida: Matriz produto C = AB.
inicio
para j=1,...,n faca
Uj < @51 G2 5
wj < by g by ;
— n

para k=2,...,% faga

Uj < U5 + Aj2k-1 " A2k ;

Wj < W+ bap-15 - bakj ;
fim
fim
parai=1,...,n faga
para j=1,...,n faca
Cij < (aig +baj) - (Giz +b1;) ;
para k=2,..., 7 faga

‘ Cij < Cij + (@ign-1 + barj) - (@ion + Dak-15) ;

fim
Cij < Ci5 —V; —Wj

fim
fim

fim




Algoritmo de Winograd. Implemente os algoritmos de multiplicagao ma-
tricial usual e o de Winograd (1| para matrizes quadradas de ordem n
paiff] Explore seus algoritmos para estimar o valor “efetivo” de w para
o seu “computador”ff] H4 diversas maneiras de fazer isto, uma delas ¢
a seguinte. Gere aleatoriamente varias matrizes A e B relativamente
grandes (100 x 100 parece ser suficiente, mas eu espero que vocés ex-
plorem mais esse ponto). Calcule diversos produtos AB usando o al-
goritmo usual e o de Winograd e registre o tempo de execugao apenas
do produto. Quase todas as linguagens de programacao tem instrugoes
do tipo time () que podem ser usadas para isso. Com esses tempos e
as previsoes e , estime w com todos os cuidados estatisticos que
puderem. Ao final desta atividade, tentem responder se vale a pena
ou nao usar o algoritmo de Winograd em situacoes praticas. Eu tenho
uma opiniao, mas nao a adiantarei... ®

Além de representar ganhos modestos, o algoritmo de Winograd tem
uma caracteristica problematica, como veremos a seguir. FEle tacitamente
assume que os produtos elementares sao comutativos, vejam com cuidado o
primeiro somatoério de . Nao poderiamos utilizé-lo, por exemplo, para
multiplicar recursivamente matrizes em bloco.

2.1 O mundo subcubico

O algoritmo de Winograd nao representa um ganho real de complexidade
para a multiplicacao matricial. A verdadeira revolucao veio com o algoritmo
de Strassen [4], proposto em 1969. Para mais detalhes, ver o Capitulo 28
de [1]. O ponto fundamental do algoritmo de Strassen é a observacao que o
produto de duas matrizes 2 x 2

11 Az bii bio [ C11 Ci2
- ) (16>

Q21 QA22 ba1  bao Co1 C22
30 caso de n impar pode ser implementado adicionando-se a os produtos faltantes,

como no caso do produto escalar. Isso nao nos interessa aqui.

1Est4 entre aspas porque vocé nio vai avaliar efetivamente o custo das multiplicacdes
FMUL do seu processador, mas de todo o ambiente, que envolve detalhes do sistema operaci-
onal, linguagem, interpretador (no caso do Python ou Matlab), etc. Para piorar um pouco
mais, os processadores modernos podem “alterar” o fluxo de instrugées de seus programas,
contanto que o resultado final seja inalterado. E realmente dificil avaliar o desempenho

de baixo nivel de processadores a partir de aplicagoes de alto nivel. Trataremos disso em
aula.




que exigiria 8 produtos e 4 adigoes elementares usando-se o algoritmo habi-
tual, pode ser calculado com apenas 7 produtos. Sao eles

my = (an + a22)(bl1 + 522)7
mg = a11(612 - b22),
ms = (Cln + a12)b22,

mr = (a12 - a22)(b21 + b22)7

de onde temos

C11 =mp +my —ms+mry,

Ca1 = Mg + My,

mo = (@21 + azz)bn,
= Cl22(b21 - bn),

= (@21 — a11) (b1 + b12),

g
|

3
|

C12 = M3 + Mg,

Coo =M1 — Mo + M3 + Mg.

(17)

(18)

Contando-se cuidadosamente, vemos que sao 18 adigoes. Passar de 4(1 +2w)
para 18+ 7w operagoes nao parece um grande ganho, mas como veremos, ¢ um
ganho substancial, revolucionério de fato. Ha um refinamento do algoritmo
de Strassen que nos permite utilizar apenas 15 adigoes. E a chamada variante
de Strassen-Winograd, e sera a que empregaremos aqui. Comecamos com

estas 8 adigoes

P1
D2
b3

P4 = Q12 — P2,

Agora, as 7 multiplicagoes

ma

mo =

m3 = pi4qi,

my = p2go,

mais trés adigoes

1 =M1 + My,

ro =711 +MmMs,

e finalmente teremos

C11 =M1 + My,

Co1 = T2 + My,

Qg1 + G292,
p1 —ann,

a1l —as,

10

q1 = bia = by,
q2 = baa — qu,
q3 = baa — bya,
qs = ba1 — qo.
ms = P3gs,
me = pybaz,
M7 = G2244,

r3=11+ms,

C12 = T3 + Mg,

Coo =T9 +1M3.

(19)

(20)

(21)

(22)



Como voces devem imaginar, é muito facil cometer erros com estes célculos.
A melhor maneira de certificar que de fato nao ha erros é apelando para pa-
cotes algébricos. Aqui esta a verificacao do algoritmo de Strassen-Winograd
feita no sympy, o pacote simbdlico do Python. E bastante claro e serd facil,
se alguém quiser, re-escrever usando Mathematica ou Maple. Por certo, os
usuarios do Matlab podem utilizar também o Maple, eles tem interfaces de
comunicagao.

O ganho expressivo do algoritmo de Strassen vem do seu uso recursivo.
Notem que todas as operagoes citadas acima nao envolveram a hipotese de
comutatividade, quer dizer, ao contrario do que ocorreu com o algoritmo
de Winograd , nao se usou em nenhum momento aqui que os produtos
elementares sao comutativos. Portanto, o produto de Strassen de matrizes
2x2 pode ser usado também para matrizes em bloco! Quer dizer, poderiamos
supor em que as matrizes A, B e C sao 2nx2n, e que suas entradas a;;, b;;
e ¢;; sao matrizes n x n, e poderfamos continuar o raciocinio recursivamente.
Esta é a esséncias das abordagens divide and conquer, vejam o Capitulo 4 de
[1]. Com essa abordagem, podemos reduzir o célculo do produto de matrizes
2" x 2™ a0 uso recursivo de multiplicagoes 2 x 2 de Strassen. Passemos agora a
determinacao da complexidade dessa construcao. Vamos comecar pelo caso
da multiplicacao usual.

a1 Qi birn b2 Y\ _ [ auibir +aizbar  ainbia + ainbas
Q21  A22 bor Do az1b11 + axbar  azbia + azbas

(23)

Como vemos, pensando em matrizes de bloco, a multiplicagao de duas ma-
trizes 2n x 2n via o algoritmo usual envolve 8 produtos e 4 somas de matrizes
n xn. Notem que uma soma de matrizes n x n corresponde a n? somas ele-
mentares. Sejam P, e Si, respectivamente, o nimero de produtos e somas
necessarios para multiplicarmos duas matrizes 25 x 28, Aplicando o algoritmo
usual de multiplicacao, teremos

P.=8P,_1, S,=8S,_1+4- 4k_1, (24)
cuja solugdo, sabendo-se que P, =8 e Sy =4, §
P, =8F S, =8F-4" (25)

5As equacdes a diferencas sdo muito parecidas as equacdes diferenciais. Por exemplo,
a solucao geral para Sj serd a soma da solucao de equagao homogénea Sy = 85;_1, que
corresponde a Sy, = A8% com A arbitrario, com uma solucao particular, que pode ser, por
exemplo, Si, = —4*. A constante A é determinada da condicao S; = 4.
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Escrevendo-se em termos de n = 2%, temos o resultado conhecido de n? mul-
tiplicacoes e n3 — n? adigoes.
Para o caso do algoritmo de Strassen-Winograd, temos

P.=TP,_1, S,=75,_1+15-4F1 (26)
cuja solucao é
Py =7F S, =5(7T"-45), (27)
o que nos d4 uma complexidade, em termos de n = 2¥, da forma
(5+w)n's27—5p% = O (n'*s27). (28)

Como log, 7 =2.807... temos, efetivamente, um ganho de complexidade em
relacao a multiplicagao usual. O algoritmo de Strassen, com ou sem vari-
ante de Winograd, foi o primeiro algoritmo subcibico para a multiplicacao
matricial.

As vezes é conveniente alternar entre a multiplicagao usual e a de Strassen
nas recursoes. Neste caso, teremos

Pk = akPk_l, Sk = akSk,_l + bk . 4k_1, (29)

sendo a; = 8 e by = 4 se a k-ésima operacao for do tipo usual, ou a5 = 7 e
bi = 15 se for do tipo Strassen. Estes algoritmos sao chamados hibridos e
cada uma das recursoes ¢ identificada pelas letras s (Strassen) ou n (normal).
Por exemplo, o produto snsn corresponde a uma recursao de 4 niveis para a
multiplicagao de matrizes 16x16. Da esquerda para a direita, os produtos sao:
Strassen-Winograd (a4 = 7 and by = 15), normal (a3 = 8 and b3 = 4), Strassen-
Winograd (ay = 7 and by = 15) e finalmente um normal (a; = 8 and b, = 4),
aplicados recursivamente. Neste caso, teremos Py = 3136 and S4 = 6336. Os
produtos nnnn e ssss correspondem, respectivamente, a multiplicacao usual
e ao algoritmo de Strassen-Winograd “puro”. Chegamos a segunda tarefa.

Algoritmos de Strassen-Winograd. A partir da andlise da complexidade
dos algoritmos de multiplicagao matricial usual e de Strassen-Winograd,
determine o valor de n minimo para que a multiplicagao de Strassen-
Winograd seja vantajosa, do ponto de vista de operacoes aritméticas
elementares, para multiplicacao de matrizes 2" x 2", supondo w = 1. Im-
plemente os algoritmos de multiplicagao matricial usual e o de Strassen-
Winograd recursivamente para essas matrizes e compare seus resul-
tados.
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