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TESTE 3 - MS650 - Métodos Matematicos 11, 11 de setembro de 2023.

(Atencgao: Procure responder todas as questées nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)
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[Exercicio 11] Neste problema, H,(z) é o polinomio de Hermite de grau n, H, = (-1)"e* 4™ =’z Dje 7,

n=0,1,2,..., com D, =z — -+ . A Transformada de Fourier (TF) ¢ dada por F[f(z)] = Lre z)e*dx. Caso
dx /2
ﬂ' — 00

use alguma propriedade conhecida das TF, nao é necessario prové-la, mas especifique claramente qual esta usando.

1. (3 Pontos) Mostre que o operador D, satisfaz a identidade F[Dj f(z)] = i" Dy F[f(x)], sendo Dy, = k — -=.

Solugao. Notem que

F[D.g] = Flzg(z) - g'(x)] = Flzg(x)] - Flg'(z)] = —i%f[g(w)] +ikF[g(x)] = iDp Fg(x)],

onde as propriedades da derivada foram usadas. A prova dessas propriedades é muito simples, estd na secao

3.2 do livro (Egs. 3.8 e 3.9), mas nao era necessario prova-las. O resultado final segue de uma indugao simples

FID;" f(2)] = F[D:(D; f(2))] = iDy FID; f (2)] = iDs (z’”DZﬂf(m)]) =" DY F [ f ()],
g(x)
hipétese indutiva

2. (3 Pontos) Mostre que F [677] = ef%, i.e., a fungdo e "2 ¢é invariante pela acdo da TF.

Solugao. Ha diversas maneiras de se mostrar isso. A mais direta foi a feita em sala, calcular explicitamente

aTF
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Curiosamente (ou nao), é possivel mostrar esse resultado sem fazer a integral “gauziana”, mas explorando

uma tipica construgao “Feynmaniana”. Vejam como. Considerem a func¢ao f(x) = ¢’ . Notem que f'(z) =
—2az f(x). A propriedade da derivada nos diz que F[f'(z)] = —ikF (k) e que F[zf(x)] = —iF'(k). Porém,

para essa nossa fungao f(x) especifica, teremos
~2aF'(k) = kF(k),

2
cuja solugao é F (k) = Ce %a. A constante C deve ser determinada a partir da identidade de Parseval

oo (=5 2
f ei2a12dx:C2_[ ¢ 5a dk.

Fazendo-se a mudanga de varidvel k = 2as na segunda integral, ficamos com

—2 2 -2
f e " dx = 2aC f e " ds,
oo —oo

2
sem precisar calcular as integrais. Comparando-se nossa f(x) = e **

de onde temos C' = com sua TF

2

1
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_ e 4a <. . ~ _1
F(k) = —5—» vemos que ela serd invariante (autofungao com autovalor 1) se e somente se a = 3.

Talvez alguém ja tenha notado, mas essa constru¢do nos permite calcular a integral gauziana. Como? Sé

lembrar que

F(0) = % [ s@ys,

e usar as nossas fungées. Esta é a n-ésima maneira de se calcular essa integral fundamental. Guarde-a em seu

arsenal....
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3. (2 Pontos )Mostre que 9, (z) = Hn(z)e” 2 é autofuncdo da TF com autovalor ", ou seja, F[¢n(x)] = i"n (k).

Solugao. As fung¢oes ¥, (x) sdo também chamadas de fung¢ées de Hermite e sdo as autofungées da Equagao
de Schroedinger para o (onipresente!) oscilador harmoénico. Da definigao dos polinémios de Hermite, temos
2

que Y (x) = Dy (e“IT . Usando os resultados dos itens 1 e 2

22 2
2

m‘z 2
Flom(2)] = f[pgg (6*7)] _"DIF [e* ] "D} (eL) = " (k).
Vejam o item seguinte para mais comentarios.

4. (2 Pontos) Dois colegas discutem veementemente o resultado desse exercicio. P afirma, corretamente, que as
autofuncées 10, sdo um conjunto completo para L? (R), de fato, sdo uma base para esse espago. Por outro lado,

M, eximio usuario do Wolfram Alpha, diz que encontrou uma outra autofungao diferente, especificamente esta

% WolframAlpha

e A2

que nao estd no conjunto completo dos 1, do item anterior. Os dois ndo conseguem resolver este impasse:

ut inte
'F_‘.lsech

como é possivel ter uma outra autofuncdo diferente, que néo estd no conjunto dos ¥,? Ajude a resolver o
impasse e restabelecer a paz na turma, explique o que esta acontecendo.

Solugao. As autofungées 1, (x) da TF efetivamente sdo uma base para L*(R), a base na qual a TF
comporta-se como uma transformagao “diagonal”, quer dizer a TF de cada elemento 1, da base é sempre
proporcional a v,,. A analogia com autovetores de matrizes é perfeita aqui.

Como é possivel entdo que exista uma “outra” autofungao diferente? Notem os autovalores da TF. Sdo apenas
quatro: 1,i,-1,—i. Ao mesmo tempo, sdo infinitas autofuncées. E claro que as autofun¢ées sdo degeneradas,

com multiplicidade geométrica “infinita”, os autovalores estao associados a subespacos ortogonais de dimensao

infinita de LQ(R). A funcgéo sech \/gw = —1 _ tem autovalor e, portanto, pertence ao subespago gerado
cosh ﬁx
pelas autofungées tay, com k=0,1,2,.... Nao ha nenhum impasse, pois poderemos sempre expandir

1 oo
cosh \/ga: N ;;) aiYer(2)-

A autofungao do Mr. M, na prética, é uma combinacao linear dos 4. Para acertar este item, basta identificar
que ha quatro subespagos (os quatro de dimensao infinita) e que por “pura sorte”, Mr. M encontrou uma fungao
que “mora” num desses subespacgos, no caso o de autovalor 1.

Mas é claro que podemos ir além nessa resposta. E ficil ver que a autofuncdo do Mr. M é ortogonal aos
subespagos associados aos autovalores i e —i, respectivamente, n = 4k +1 e n = 4k + 3, isso é facilmente
verificavel da paridade dos polinémios de Hermite. Mas a ortogonalidade ao subespaco com autovalor —1 é

muito mais dificil de se mostrar! Na pratica, deve-se mostrar que
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oo H T3

4n+2\T )€

f %dw =0, para todo n,
-0 cosh \/;x

e essa integral parece extremamente dificil. Qualquer minimo progresso nela valera um € > 1 na nota. Sim,

nao errei, é maior que 1 mesmo, ndo que zero. Se alguem conhecer a|misteriosa Cled, pode pedir sua ajuda!

1 Clique laqui para verificar isso no Wolfram Alpha. A integral dessa TF pode ser calculada em termos da funcio

Beta, veja por exemplo aqui. Outro exemplo de autofungao do tipo Mr. M é esta.


https://www.scientificamerican.com/podcast/episode/cleo-the-mysterious-math-menace1/
https://www.wolframalpha.com/input?i=Fourier+transform+of+sech%28x*sqrt%28Pi%2F2%29%29
https://math.stackexchange.com/a/2828293
https://www.wolframalpha.com/input?i=Fourier+Transform+of+1%2Fsqrt%28%7Cx%7C%29

No nosso caso, isso é s6 um detalhe, a autofun¢ao do Mr. M nos garante que essa integral é zero! Notem que
nao é uma integral, sdo infinitas! Uma para cada n. Este tipo de resultado, obtido de forma meio inesperada
a partir de um problema “ortogonal” é comum (Serendipity!). Estou convencido que quanto maior for seu
“arsenal” de resultados desse tipo, (muito) melhor para vocé. Um exemplo curioso relacionado a este tipo de

conhecimento estaaqui, com um personagem famoso.

Neste caso presente, nés temos a autofungao que Mr. M descobriu e perguntamos como é sua expansao em
termos das fungoes de Hermite v, (x). Poderiamos ter feito ao contrério, comegarmos de um certo subespago
e “construir” uma nova autofung¢do. Vamos, por exemplo, construir uma com autovalor i. Ela deve ser uma
combinagdo das autofun¢oes an+1(x). Quer dizer, deve ser alguma funcao do tipo

2

F(2) - (zakmkﬂ(w)) =

para certos coeficientes ay,. Qualquer f(z) desse tipo serd autofun¢ao da TF com autovalor i. Vamos construir

uma com expressao fechada. A fungao geratriz dos polinémios de Hermite é
23:t 2 = tn

Fazendo-se t — —t temos

oo

o . i
2xt—t2 Z 1) Hn(l‘)ﬁ

Subtraindo-se as duas expressoes, ficamos com

2 oo t2n+1
e sinh2xt = Hopi () ———
T;) aner( )(2n+1)!

Agora, fazendo-se t — it essa expressao, ficamos com

2n+1

¢!’ sin 2t = i (-)"Haps1(z) ——
= R O D!

Somando-se as duas tltimas expressoes temos

4n+1

e sinh 2ct + &' sin 2ut = i Hipn () —r
Ca T e nr

Bem, ja temos nossa funcao! No caso, fung¢ées! Para qualquer valor de t, a fun¢ao
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f(z)= (sinh 2zt + € sin 2xt) e

é autofuncao da TF com autovalor i. De certa forma, a TF é uma transformac¢dao muito simples. Qualquer
fung¢ao pode ser decomposta nesses quatro subespagos ortogonais e sua TF sera a combinacdo linear de 4
autofuncgoes.

Quero finalizar falando da ‘“raiz quadrada” da TF, F %, como discutimos em aula. Trata-se da transformagao

linear tal que
F[F2f(@)]] = FF ()]

Como temos uma base diagonal para F|[ f(x)], temos que para toda funcao f(x)

oo

Flf(x)] = Z (f,¥n)n (),

supondo as 1, normalizadas (o que nao é o caso acima). Podemos explorar essa expansao para definir a agao

da ‘raiz quadrada” da TF. E natural escrevermos

FEE@] = 3 i3 ()b (),

n=0


https://en.wikipedia.org/wiki/Serendipity
https://www.youtube.com/watch?v=eFnV6EM-wzY

1 -
Essa defini¢ao é perfeita e suficiente para explorar diversas propriedades da transformada F2. E possivel
também expressa-la numa forma fechada, com uma integral como a TF. Isso se faz com o chamado niicleo de

Mehler, veja mais sobre isto aqui.

Para os que fizeram (e gostaram!) de Algebra Linear Avancada, eu proponho um problema. Vamos considerar
matrizes, mas a ideia pode ser aplicada também a TF. Seja M uma matriz quadrada tal que M* = 1. E possivel
definir a matriz P = /M, quer dizer a matriz P tal que P? = M, a partir de um polinémio de grau 3 em M.
Como? Assim. Seja o polinémio

P=a+bM+cM?+dM?,

sendo a,b,c,d € C constantes. Calculemos agora P?, lembrando que M* = 1 e que, portanto, M® = M e
MP® = M?. Teremos
P? =2(ad + bc) M® + (2ac + b* + d*)M* + 2(ab + cd) M + a® + 2bd + ¢*.

Ocorre que é sempre possivel determinar as constantes de tal forma que tenhamos P? = M .(!) Mais que isso,
as constantes nao dependem de M.(!) Mostrem! Como esses coeficientes nao dependem de M, eles sao os

mesmos para a TF.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mehler_kernel
https://en.wikipedia.org/wiki/Fractional_Fourier_transform

