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TESTE 5 - MS550 - Métodos Mateméticos I, 29 de maio de 2023.

(Atencgao: Procure responder todas as questées nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)

Vibragoes livres de uma membrana circular

As vibragoes livres u(r, 0,t) de uma membrana circular homogénea séo descritas pela equagdo da onda em coordenadas

polares
r2 902 v? Ot
sendo v a velocidade de propagagdo da onda e u(r,60,t) = 0 a configuragao de equilibrio estatico. Temos interesse

no caso da membrana circular de raio a com borda fixa, i.e., 0o caso descrito pela condi¢do de contorno de Dirichlet

vgu_lg(ral) 10% 1 0%
Tror\ or

u(a,6,t) =0.
1. (2 Pontos) Faga uma separagao de variaveis do tipo u(r,0,t) = v(r,0)T(t), escreva as equagoes para v(r,0) e

T'(t) e resolva a equagao temporal. Neste estagio, o que se pode afirmar sobre a constante de separacao que

2
chamaremos de —w*“?

2. (2 Pontos) Faca uma separagao de variaveis do tipo v(r,0) = R(r)©(0) para a equagio obtida no item anterior

para v(r,0) e escreva as equagoes para R(r) e ©(0). O que se pode concluir sobre a nova constante de

separaco, a qual chamaremos de m?? Neste estagio, ha algum vinculo sobre a constante de separacio —w??

(4 Pontos) Usando as informagoes do formulario, imponha a condigdo de Dirichlet no problema. Lembrem-se

3.
que a membrana é circular, homogénea e “suave”’. Neste estagio, o que se pode afirmar sobre a constante de
separacio que chamaremos de —w??

4. (2 Pontos) Usando as informagoes do formulario, identifique as (auto-)fungdes v(r,6) correspondentes aos 5

primeiros modos de vibragao da membrana, em ordem crescente de frequéncia.

5. (2 Pontos) Sabe-se que para determinadas membranas, v = 400m/s. Determine o raio aproximado a, em

centimetros, para que esta membrana tenha uma frequéncia fundamental (a menor frequéncia de vibragao) de

330Hz. (Lembrem-se que 1Hz = 27 rad/s).

Formulario
A equacio de Bessel z2y” +zy’ + (x2 - mz) y = 0, para m inteiro, tem como solugao geral y(z) = C1Jm(2) + C2Ym (),
sendo Jn, () e Y (z), respectivamente, as fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie, cujos comportamentos ti-

picos perto da origem estao nos graficos abaixo. Em particular, o primeiro zero da funcao Jo(x) esta aproximadamente

em x = 2.4048.
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Solugoes.

1.

Vv = —w?v, T" = —(vw)?T. A solucéo da equacéo temporal é T(t) = Acosvwt + Bsinvwt, sendo A e B

constantes arbitrarias. Neste estdgio, nao ha nenhuma restricao sobre a constante de separagao w. By the
way, o nome dessa letra é “pi”, nao omega, nem omega cortado. Sim, os gregos tem mais de uma grafia para a

letra pi...

Apés a separacao de variaveis, ficamos com
2 2 2 2 2
rR"+rR'+(wr —m)R:O e ©"+m’O=0.

A solucao em 6 sera ©(0) = C cos(mf + @), sendo C and ¢ constantes arbitrarias. A exigéncia de periodicidade
em 0, inerente das coordenadas polares, impée que m deve ser um inteiro. Neste estdgio, ndo ha nenhuma

restricao sobre a constante de separagao w.

Com as informagées do formulario, temos que a solugao radial geral serd R(r) = AJp, (wr) + BY,, (wr), sendo
A e B constantes arbitrarias. Do formulario, vemos que as fungées Yy, (wr) divergem na origem, entdao devemos
ter B = 0. Para que tenhamos solugbes nao triviais com a condi¢ao de Dirichlet, devemos ter Jp, (wa) = 0,
isto é, wa deve coincidir com os zeros das fungées de Bessel de primeira espécie. Isto restringe os valores da

constante de separag¢ao w, que agora sdo um conjunto infinito contével de valores.

De acordo com o formuléario, os 5 primeiros zeros das fungées de Bessel de primeira espécie sdo: primeiro zero
de Jo, primeiro zero de Jy, primeiro zero de Ja, segundo zero de Jy e primeiro zero de Js. As autofungées

correspondentes sao
v =Jo(wior), v=Ji(wnr)cos(f+¢), v=Jx(wiar)cos(20 + ¢), v=Jo(wzor), v=Js(wisr)cos(30 + ¢),

sendo ¢ fases arbitrarias e wym = %znm, sendo znm 0 n-ésimo zero da fungao Jp,(x).

Essa velocidade é uma velocidade tipica de ondas em certas cordas de um violdo classico. 330Hz é aproxima-
damente a frequéncia da nota Mi mais aguda (E4) num violao classico. De acordo com o formuldrio, temos

z10 = 2.4048. Para que tenhamos a frequéncia do Mi (E4), nossa membrana deve ter um raio a tal que

2.4048

vwio = 400 x =27 x 330, a~46cm.



