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TESTE 3 - MS550 - Métodos Matematicos I, 17 de abril de 2023.

(Atengao: Procure responder todas as questées nesta folha. Use o verso e evite folhas soltas.)

Poliné6mios de Chebyshev
Os chamados polinémios de Chebyshev| (as vezes também grafado como [Tchebychev) sdo solugbes polinomiais da

equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem
(l—xz)y"—xy'+a2y:0, (1)

a qual, de maneira ndo muito surpreendente, é também conhecida como equacao de Chebyshev. Os polinémios de

Chebyshev sdo muito uteis em diversas areas, notadamente em Teoria de Aproximagao.

1. (4 Pontos) Aplique o método de Frobenius em torno do ponto z = 0 para a equagao , obtenha as respectivas
relages de recorréncia, mostre que havera solucoes pares e impares e escreva o termo geral das séries pares e
impares.

2. (3 Pontos) Os polinémios de Chebyshev T),(z) séo as solugbes polinomiais de com T,(1) = 1. Para que
valores de a a equagao ([1)) admitira solugdes polinomiais (séries truncadas)? Escreva explicitamente pelo menos
3 destes polindémios.

3. (3 Pontos) Inspirado no problema 8 do livro, faga a mudanga de variaveis x = cosf em e resolva a equagao

na nova variavel §. O que este resultado implica para os polindémios de Chebyshev?

Solugao do item 1. Como x = 0 é um ponto ordinario da a EDO , podemos procurar solu¢ées na forma

y(x) = Z anz". Substituindo-se na EDO chegamos na seguinte relagdo para os coeficientes
n=0

i [n(n- Dana" % +(a® -n(n-1) - n)anz"] =0,

n=0
que pode ser escrita como
> [(k +2)(k+1)ags2 — (k2 - az) ak] 2" =0,
k=0
de onde temos a seguinte relagdo de recorréncia para os coeficientes ay

E?-a?

_ k=0,1,2,...
k+2)(k+1)™® 0,12,

Ak+2 =

E evidente que podemos dividir as solugoes entre as pares, para as quais a1 = 0, e consequentemente todos os termos
impares da série se anulam, e as impares, para as quais ap = 0. Para a solugao par, teremos

n-1

- %0 2_ .2 -
a2n = (2’”)' H(4k (&7 )7 n 1727“'

k=0
e, de maneira equivalente, para a solucao impar teremos
n—-1

D TI(@k+1)*-a?%), n=1,2,...

Curiosidade: os produtérios podem ser expressos em forma fechada utilizando a func¢ao I'(x), veremos em breve como.

A construgao, porém, é simples. Notem, por exemplo, que o primeiro produtério pode ser escrito como

§(4k2—a2):4ﬁ(k—%)(k+%).

k=0


https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Pafnuty_Chebyshev
https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_equation

Atentem a estrutura desses produtos. Sao do tipo

1o s)ore2)

Estes produtos sdo frequentes e recebem o nome de fatorial ascendente (ou descendente, depende do caso), e podem
ser expressos em termos dos chamados |simbolos de Pochhammer. O produtério da série impar pode ser expresso de
maneira semelhante.
Solugao do item 2. Da solugao do item anterior, vemos que a solu¢do em série correspondera a um polinémio se,
e somente se, « for um inteiro. Para o =n € N vemos que a solugdo polinomial correspondente T,, serd um polinémio
de grau n e de paridade Ty, (-z) = (-1)"T,(z). Em particular, teremos as seguintes 4 solugées polinomiais
To(z) =ao, Ti(x)=a1z, T2(z)=ao (1 - 21:2) , Ts(z)=a1 (:r - %CES) ,
Os coeficientes ag e a1, para cada polinémio, devem ser determinados levando-se em conta a condigao T, (1) =1
que define os polinémios de Chebyshev. Finalmente, temos os seguintes exemplos mais simples de polinémios de
Chebyshev:
To(z) =1, Ti(z)=z, To(z)=2s>-1, Ts(x)=4z" -3z,

Solucgao do item 3. Com a mudanga de variaveis x = cos 6, temos

d dvd d& d(dvd dz\*> &® d’zd o, d d oy d° d

G s @ w\ww)(B) wrw g et = (1) g e

Inspecionando-se , vemos que este resultado permite escrevé-la como

j+a’y=0,

sendo que o ponto aqui denota derivada em relagao a 6. A solugdo geral desta equagdo é bem conhecida e é dada
por y(0) = Ay cosaf + By sinaf. Os polinémios de Chebyshev sdo solugoes de com « = n inteiro. Este resultado
nos garante que os polinémios T, em fungdo nova varidavel x = cos podem ser escritos como combinacao linear das

fungoes trigonomeétricas elementares(!)
Tn(cos) = A, cosnb + By, sinnf.

(Basta concluir isto para ter 100% do item.) A condi¢do T, (1) = 1 aqui corresponde a tomar A, = 1, pois x = 1
corresponde a ¢ = 0. Para n impar, T,(0) = 0. Como x = 0 corresponde a ¢ = 7, temos By, = 0 para n impar. Por
outro lado, para n par, Ty, (0) = 0, que implica Tn(O) =0 e, consequentemente, também em B,, =0 para n par. Assim,
ficamos finalmente com o curioso resultado

Tn(cos) = cosnb,

que é uma outra defini¢do dos polinémios de Chebyshev. Verifiquem como obter os exemplos do item anterior a partir
desta definigao!
Uma consequéncia importante dessa representagao trigonométrica é que as raizes dos polinémios de Chebyshev
T, (x) serdo sempre dadas por
T
Tk :cos%(2k+1), k=0,1,...,n-1.

Esta distribuigdo ndo uniforme das raizes no intervalo [-1,1] estd por tras da versatilidade dos polindémios de
Chebyshev como “aproximadores”, minimizando, por exemplo, o conhecido [fenémeno de Runge. De maneira seme-
lhante, seus pontos criticos (minimos e maximos) também serao dados por expressoes trigonométricas semelhantes.

(Mostrem!) Porém, a consequéncia mais curiosa é, na minha opiniao, esta:

T (Th(z)) = Tm(cosnb) = cosmnl = Trpn(z),


https://en.wikipedia.org/wiki/Falling_and_rising_factorials
https://en.wikipedia.org/wiki/Runge_phenomenon

i.e., o conjunto de polinémios de Chebyshev é fechado com respeito a composi¢ao, que de fato é comutativa! Trata-se

de um semigrupo (nao tem inversa) comutativo.



