Prova 2 — Métodos Mateméticos — MS550
30 de junho de 2023

e FEsta prova tem 5 questdes, cada uma valendo 2.5 pontos. A nota méxima desta prova é 10.

e (lertifique-se de ter se identificado em todas as folhas que usar. A prova pode ser feita a lapis e fora de ordem,
mas procure que suas solugées sejam legiveis. Nao é necessario repetir o enunciado, mas identifique claramente

que questao esta resolvendo. Nao entregue seus rascunhos. Nao é necessério devolver esta folha de questoes.

e A resolucao comentada sera enviada por e-mail logo apés o final da prova. As notas serdo divulgadas, o mais

répido possivel, no site do curso: http://vigo.ime.unicamp.br/ms550

Boa proval!

1. (2.5 Pontos) Calcule, para a > 1,
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em termos da funcao I'(z) = f e 't*Ldt e discuta os limites o — oo da integral e do
0

integrando.
Solugao. Este problema foi proposto no T4 como um exercicio extra. Fazendo-se a substitui¢ao de variaveis

zlog o

, dt = (loga)a®dx, a integral fica
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Sobre o integrando, notem que trata-se da funcao f(z) = e“e”® . A fungao e para a — oo comporta-se
como uma fung¢ao degrau. Temos
0, x>0,
lim e " = el x=0,
oo
1, z <0,

o que reduz a integral a

0
I:[ e“dr =1.

Porém, é interessante notar que, neste caso, o resultado é mesmo calculando-se a integral e tomando-se o

Isto encerra o problema.

limite, ou fazendo-se ao contrario, primeiro tomando-se o limite e depois calculando-se a integral. Nem sempre
é possivel comutar a integracao com o limite. Considerem, por exemplo, a seguinte funcao f(z,a) = (a+1)x®.

Notem que, por construgao,
1
/ f(z,a)dx = 1.
0
Porém, temos lim f(z,a) = 0 para 0 < x < 1, e portanto nao teriamos o mesmo resultado se trocassemos a
oo
ordem do limite e da integragdo, como no caso anterior. Veremos em Métodos II o que esta por tras destes

comportamentos estranhos. Vejam aqui o conceito fundamental envolvido nesses problemas.


http://vigo.ime.unicamp.br/ms550
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_convergence

2. Explore a fungao geratriz e3(t=t7) 2 Z thk(z), com z,t € C, e mostre que as fungoes de
k=—o00
Bessel de primeira espécie Ji(z) satisfazem as seguintes identidades para z,y,6 € R.

(a) (1 Ponto) e *sn?¢ = Z Ji(iz) e

Solugao. Este é uma Vanante do exercicio 33 do livro, a identidade de Jacobi-Anger. Considerando-se

6 (t t- 1) _ ezzsme.

t = €' na fungao geratriz, temos e2 Tomando-se agora z = ix, temos a identidade

desejada e isto encerra o problema.

Porém, nao posso deixar de comentar que este é precisamente o problema discutido em sala sobre a série

. ~ sin 0 . . e . .
de Fourier da fungao f(6) = ™", que obviamente é suave e periédica e, portanto, seus coeficientes de

Fourier devem decair mais rapido que qualquer poténcia. Os coeficientes (complexos) de Fourier neste

caso serao
1 T . . .
Cp = — / S0 g - In(=1).
2 J-x
Para grandes n, o comportamento assintético da fungao J,(z) é

1 ez
o ()
(2) 27n \2n
vejam detalhes aqui, de onde vemos que o0s coeficientes decaem, de fato, mais rapidamente que qualquer

exponencial(!).

(b) (1.5 Pontos) Jy,(x +y) = Z Ji(x) Tk (y).
Solugao. Este é o exercicio 35 do capitulo 5 do livro texto. A solugéo é simples. Notem que da fung¢éo

geratriz temos

oo

) FT) L (T 2SS R @) T(y).

k=—o00 f=—c0
Fazendo-se k + £ = m, as somas podem ser escrita como
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3. (2.5 Pontos) Os polindémios de Chebyshev de primeira e segunda espécie sao definidos, respec-

tivamente, como
T, (cos@) =cosnf e Up(cosf)sinf =sin(n+1)6.

Explorando a série de Taylor da fungao f(z) = z€C, |z| < 1, deduza as seguintes fungoes

lz’

geratrizes para os polinomios de Chebyshev de primeira e segunda espécie
1-tx i k 1 > k
—— =) t"Ti(x ——— = t"U(x
12tz + 12 k; o) T ,;) (@),

x,teR, com 0<t<1.
Solugao. Este problema é essencialmente o mesmo que foi discutido em sala como um exemplo de uma série

de Fourier de uma fungao suave e periédica. Seja z=te", com 0<t<1. Teremos

k zk@
_teL9 Z te


https://dlmf.nist.gov/10.19

Notem que

1 1—te™

1—te®  1-2tcosf+t2

Tomando-se a parte real, temos

1-tcosf =
_loteost Sy
1-2tcosO+t2 (=

ou em termos da variavel cosf = x

1-tx s k
— S T (a).
1- 2tz + 2 ];) k(@)

Por outro lado, tomando-se a parte imaginaria, teremos

tsin 6 ad k
1-2tcosf +t2 kz::l ST,

ou em termos da variavel cosf = x

L S U(a).

1-2tx+12

. Considere o problema da corda vibrante simples 9 = 02, com condicdes de contorno

com -2 <0<Z

u(0,t)=0 e (sinf@)u(L,t)+ (cosf)du(L,t) =0,

5 <0< 3, ecom a separagao de variaveis usual u(x,t) = v(x)T'(t), chamando-se a

constante de separagao de —A.

(a)

(0.5 Ponto) O problema de Sturm-Liouville nos garante que A € R. Do ponto de vista de
evolucao temporal, quais sao as implicagoes de autovalores nao positivos neste problema?
Comente explicitamente os casos A=0¢e A <0.

Solugao. Este problema é semelhante ao ja discutido no T6. Apés a separagdo de variaveis, a solugao
da parte temporal sera T(t) = Acos\/Xt + Bsinv/At para X # 0, ou T(t) = At + b para o caso A = 0.
A existéncia de autovalores nao positivos implicara na existéncia de solugbes crescentes no tempo, em
contraste com as solugoes oscilatorias tipicas do problema da corda vibrante com A > 0.

(1 Ponto) Dado um A real arbitrario, mostre que sempre é possivel escolher um valor de
0 tal que A esteja no espectro do problema de SL associado. Determine 6 como fungao
de \.

Solugao. Comecemos pelo caso A > 0. Impondo-se a primeira condi¢ao de contorno para a equagao
v’ = -\v, temos

v(z) = sinVAz.

A segunda condigao de contorno corresponde a
(sin0) sin VAL + v/ A(cos 0) cos VA = 0,

ou

tan6 = —v/Acot VAL,

que sempre tem solugao para A > 0.



O caso \ = 0 é simples, pois a solucao da equagao v" = 0 que satisfaz a primeira condicao de contorno é

v(x) =x. A segunda condigao de contorno é
Lsinf +cosf =0,

cuja solugao é tanf = —-1/L. Notem que este resultado poderia ter sido obtido do limite A\ — 0 do caso

anterior.

Resta o caso A < 0. A solugao que satisfaz a primeira condi¢ao é
v(z) = sinh V-)\z,
e a segunda condigao sera
(sin ) sinh V=AL + v/~ X(cos §) cosh V=X = 0,

cuja solugao é

tanf = =V =X coth V-AL,

que tem solugdo para todo X\ < 0. Assim, temos finalmente

—V/ALcot VAL, para A >0, com v(z) =sin VA,
Ltan6 = -1, para A =0, com v(z) =z,
-V =ALcothv/-AL, para A <0, com v(z) =sinhv-\z,
o que encerra o problema, mas obviamente hd mais coisas interessantes aqui.

A figura abaixo

|

— = ) — sin(\/Tx) = y=sinh({ —Kx) |

mostra os gréficos das fungbes do paragrafo anterior e suas respectivas autofung¢oes, para os 3 casos

possiveis de A. Notem que para Ltanf > —1, s6 temos autofunc¢ées oscilatérias, v = sin VAz. Por outro



lado, para Ltan < -1, o estado fundamental (menor autovalor \) é sempre do tipo nao-oscilatério,
v = sinhv/=Az, mas todos os outros sao oscilatérios. Curiosamente, para Ltanf ~ —4, temos que existe
um A # 0 tal que ambos £\ estdao no espectro do problema! Finalmente, para Ltanf = —1, o estado

fundamental é nao oscilatério (v = x), com A =0, mas todos os outros sao oscilatérios.
(c¢) (1 Ponto) A fungao
1 L
E(t) = 5 fo [(8tu)2 + (8xu)2] dx

pode ser interpretada como a energia associada as vibragoes da corda. Calcule & (1)
para as condigoes de contorno do problema. Quais condigbes s@o compativeis com a
conservacio (£(t) = 0) dessa quantidade? Discuta. (Dica: calcule a derivada &(t), faca
algumas integragoes por partes e use a equagao da corda.)

Solugao. Notem que

£0) = [ [0un)(@Fw) + (o) (2] do

Fazendo-se uma integra¢ao por partes no tltimo termo, tem-se
; Lo 2 2 L
E(t) = fo [(0Fu) - (Ou)] (Oru)dx + Opudauly .

A equagao da corda implica que o termo da integral é nulo. Além disso, a condigao de contorno u(0,t) =0
garante que

tan@

E(t) = dpu(L, t)dpu(L,t) = —(tan O)u(L, t)du(L,t) = — O (w(L, t)? )

para cosf # 0. Para cosf =0, temos E(t) = 0. Assim, vemos que a quantidade E(t) é sempre conservada
se § = 0 (condi¢ao de Neumann Oyu(L,t) = 0) ou se § = 3 (condigao de Dirichlet u(L,t) = 0), para
qualquer condigao inicial. Nestes casos, é razoavel considerar o sistema como “isolado”, no sentido que
nao ha energia fluindo para dentro do sistema e, portanto, £(t) é conservada. Esta resposta é suficiente
para garantir a pontuagao maxima.

Hé, porém, uma outra situacao em que E(t) é conservada, mas nao de maneira geral. E o caso com
A = 0 como autovalor fundamental, i.e., o caso com condigao de contorno Ltanf = —1. Se as condi¢ées
iniciais u(z,0) e dyu(z,0) neste caso forem tais que apenas o modo fundamental é excitado, e de tal
maneira que a solugao seja u(x,t) = Az, sem dependéncia temporal, o termo da condi¢ao de contorno
também se anula. Porém, ao contrario das condigées de Dirichlet e de Neumann, para as quais E(t) é
sempre conservada para qualquer condigao inicial, neste caso apenas a solugao u(x,t) = Ax tem energia
E(t) conservada. Trata-se de uma situagao curiosa, pois ha energia potencial no sistema, mas nao héa
movimento. A interpretagao “fisica” das condigdes de contorno nem sempre é facil, muitas vezes envolvem

sutilezas. Como ja disse, o Jefferson tem muito a contar sobre isso, conversem com ele.

5. (2.5 Pontos) Sejam f : [a,b] - R uma fungdo suave e vg, k = 0,1,2,..., as autofungdes
normalizadas (reais) de um problema de Sturm-Liouville regular (PSLR) no intervalo [a,b].
Mostre que €, = ||f = fn]| 2 0 é uma sequéncia nao-crescente, sendo || - || a norma associada ao

produto interno natural (-,-) do PSLR, f,, = Z axvg € ag = (f,vr).

Solugao. Este problema é a generalizagao da des1gualdade de Bessel que discutimos em aula. Notem que

=(f = fur f = Fn) =lIAIP =2(f, f = fn) + (fn, fir)-



Porém, sabemos que

Gf =t = (£ S o) = S an (fron) = 3 a?
k=0 k=0 k=0

k=0 £=0 k=0 £=0
onde usamos a ortonormalidade das autofunc¢ées vi. Temos finalmente

(frsfn) = i Ak Vk, iazw = Zn: i(fkyfe) = i iakae(vkyve) = i ap,
k=0 =0 k=0

2= furf—f) = P - Sl
k=0

de onde segue que €,, < €, se m > n, i.e., a sequéncia é nao crescente. Como teremos oportunidade de
discutir em Métodos 11, essa sequéncia é mais do que simplesmente nao-crescente, ela efetivamente converge
pra zero, i.e., as autofun¢ées de um PSLR sempre podem ser vistas como uma base no espago de fungées bem

comportadas, no mesmo espirito da série de Fourier.



