Exame Final — Métodos Matematicos — MS5H50
10 de julho de 2023

e FEsta prova tem 5 questées, cada uma valendo 2.5 pontos. A nota méxima é 10. Ha um formulério que pode

ser titil no verso.

e (lertifique-se de ter se identificado em todas as folhas que usar. A prova pode ser feita a lapis e fora de ordem,

mas procure que suas solugées sejam legiveis. Nao é necessario repetir o enunciado, mas identifique claramente

que questao esta resolvendo. Nao entregue seus rascunhos. Nao é necessério devolver esta folha de questdes.

e A resolugdo comentada serd enviada por e-mail logo ap6s o final da prova. As notas serao divulgadas, o mais

répido possivel, no site do curso: http://vigo.ime.unicamp.br/ms550

Boa prova!

1. As afirmacoes abaixo dizem respeito a funcoes suaves ¢ : R? - R em coordenadas cartesianas

(x,y,2) e cilindricas (r, ¢, z). Prove as verdadeiras e de um contra-exemplo para as falsas.

(a)

(b)

(0.5 Ponto) é4 - (€, x Vi) =0 para qualquer ¢ suave.

Solugao. Questao idéntica ao T1. Falsa. Basta tomar ¢ = z, e teremos Vi = €., com é4-(é- x V) = —1.

(0.5 Ponto) é, x (é, x V¢) = 0, para qualquer ¢ suave.
Solugao. Questao idéntica ao T1. Falsa. Basta tomar ¢ =r, e teremos Vo = ér, € é, x (é; X é,) = €.

Notem também uma coisa interessante:
érx(érxéy)=—€,%(érxé)xé,=0.

O produto vetorial é nao-associativo! Muitas vezes isso passa desapercebido, dando origem a muiiitos
erros, infelizmente...®

(0.5 Ponto) V- (&, x V) =0, se ¢ = p(z? + 9%, 2).

Solugdo. Questdo idéntica ao T1. Verdadeira. Notem que p(z® + 4> 2) = ¢(r,2), que implica em
Vo = Orpér + 0:pé., de onde temos é, x Vi = —0,pé4, cujo divergente é nulo.

(0.5 Ponto) V(é, - V) =0, se ¢ = p(z? + 92, 2).

Solugdo. Questao idéntica ao T1. Falsa. Basta tomar ¢ = z° e teremos V(é, - V) = 2é.

(0.5 Ponto) é4- Vi =0, se ¢ = p(z? + 2y?).
Solucgao. Esta questao é uma variagao do T1. Esta afirmacgao é falsa. O contra-exemplo mais simples

é o=z +2y% =12 +r?sin® ¢, que implica em €p - Vi = 2rsin ¢ cos ¢.

2. (2.5 Pontos) A funcao I'(z), z € C, tem polos simples nos inteiros negativos. Determine o

residuo desses polos.


http://vigo.ime.unicamp.br/ms550

Solugao. Este é o exercicio 4 do Capitulo 5 do livro. Pode ser resolvido usando-se a representagao de Gauss

que esta no formulario, como sugere o livro, ou, talvez de maneira mais simples, como segue abaixo.
Como sao polos simples, basta calcular
E?EF(Z) = Zlirfln(z +n)(2).
Das propriedades elementares da fungao I'(z), sabemos que
F(z+n+1)=2z(z+1)(z+2)(z +n)I'(2),
de onde temos
(z+n)(z+n+1) (1) _ -n"

Resl'(z) = lim 2+ 1)(z+2)(z+n) —n(l-n)2-n)-(-1) =l

. (2.5 Pontos) Use o método de Frobenius e obtenha a solucao geral da equagao
222y + (1 - 2x)y = 0.

como séries em torno da origem. Encontre o termo geral das relagoes de recorréncia.
o
Solugao. Com y = Z akxkﬂ, temos

k=0

23 (k+A)(k+X- Darz™™ + > arz™ =2 > art™ M =0,
k=0 k=0 k=0
ou
a2 [(2)\(/\ 1)+ a0+ > [(2(k+A)(k+A-1) +1) ax - 2a5-1] x’“] .
k=1
A equagdo indicial é 2)% =2\ +1 =0, cuja solucdo é A = (1+14)/2. A relagdo de recorréncia é

B 2ai-1
T2+ M) (E+A-1)+1]

ak k=1,2,3,...

Comecemos pela raiz 1 = (1+14)/2. A relagao de recorréncia se simplifica como

Q-1

=——F0, k=1,2,3,...
ag k(k"'l)’ 94y 9y ’
cuja solugao é
ap = —
PR i)

Para a segunda raiz r2 = (1 -1)/2, tem-se a relagdo se decorréncia

A1

=—0, k=1,2,3,...
k(k—l)7 kg )

ag

cuja solugao é
ao

TS
As duas raizes dao origem a duas solu¢ées LI. Assim, a solugao geral é a combinagao linear das duas solugées

ag

@=att 5 L
Tr)==x _—
Ye 2 BT 20)r

Nao é necessario simplificar esta expressao além deste ponto. Porém, ha como melhora-la.



Notem que

k35 ~ (\/‘)21@11 o (2\/—)2kiz i o (71)k(21\/z)2k:&1
ys(@) = fz k'(liz) \/_Z ¢ KI(1£0)r ZQQkk'(liz) = (20) \/5,;0 PETATC )

Comparando-se com a série de fungao de Bessel J,(z) do formulario, temos que a solugao geral sera

y(x) = AVaJ; (2iV/) + BV (2iVx)

com A e B constantes arbitrarias.

. (2.5 Pontos) Mostre que as fungdes de Bessel de primeira espécie Ji(z) satisfazem as seguintes
identidades:

(a) cosz = Jo(z) +2 i(—l)ngk(:c),
k=1

(b) sine =23 (1) g ().
k=0

Solugao. Este é o exercicio 34 do capitulo 5 do livro. Substituindo-se t = i na func¢ao geratriz do formulario,

ficamos com

eB(=71) v > i* e (),

k=—oc0

de onde temos

cosz +isinz = Jo(z) + Y, (ika(x) + i_kJ,k(a:)) .
1

Do formulério, temos J_, = (-1)*J,, para k inteiro. Lembrando que i*™ = (-1)" para qualquer inteiro n,
teremos para k par (k =2n)
Z2nJ2n + i72nJ72n = 2(—1)”J2n.

Por outro lado, para k impar (k =2n+ 1) teremos

i2n+1n]2n+1 + i_(2n+l)t]—(2n+l) = 27:(_:l)n<]27‘l+17
de onde seguem as duas identidades.

. (2.5 Pontos) Considere o problema de Sturm-Liouville regular

(£ (p(2) ) = a()) yn = Aup(@)yn,
yn(_l) = yn(l) =0,

comn=0,1,2,.... Mostre que se as fungoes p(x), g(z) e p(x) forem todas pares, as autofun-
goes vy, terao paridade definida por y,(z) = (-1)"yn(-z).

Solugao. Considere a mudanga de variavel x — —x. A equacao diferencial do PSLR fica

(35 (p0) 32 ) = a=0) ) (=2) = A=) (2.

Usando-se a paridade das fungoes p(x), q(x) e p(z) ficamos com

(% (p(m)%) - q<x>)yn<—x> = Anp(2)yn ().



Notem que as condigoes de contorno do problema sdo simétricas, o que significa que se as impusermos em y, (),
elas também serao verificadas para y,(-x). Portanto, acabamos de concluir que, se yn(z) é uma autofun¢ao
do PSLR com autovalor \,, yn(-x) também serd uma autofun¢ao com o mesmo autovalor. Porém, por se
tratar de um PSLR, duas autofun¢ées com um mesmo autovalor sao necessariamente LD. Supondo que as
autofungoes sao normalizadas, temos duas possibilidades, yn(x) = +yn(-z), i.e., as autofungdes tém paridade
definida: ou sao pares, ou sdo impares. Para determinarmos exatamente a paridade da autofungao y,, devemos
considerar os “nos”, i.e., os pontos no intervalo (-1,1) nos quais a autofun¢ao y, se anula. Como se trata de
um PSLR, sabemos que y, tem exatamente n nés no intervalo (-1,1) Se y, for uma fun¢ao impar, sabemos
que y,(0) = 0. Por outro lado, se n é par, temos y.,(0) = 0 e y,(0) # 0 (pois y»(0) = y,,(0) = 0 implicaria
yn(x) =0 para todo x € [-1,1]). Assim, concluimos que yn(z) = (-1)"yn(-z).

FORMULARIO EVENTUALMENTE UTIL

Em coordenadas cilindricas (r,0, z), os operadores gradiente, divergente e rotacional sao dados por

8¢ 100, 7(7% o_ 1 181)9 8112

Vo = o ér + — 806 + 5,6 v-V (rvr) oy
- (10v. Ouvg) ov,.  Ov, )\ . 1/0 ovr\ .
v (L e (e - ar)e“;(a(”“‘%)ez’

para V = v.é, + vgég + v,€,. Os versores sdo usualmente orientados como é, = ég x €.

A fungao T'(z) pode ser representada como:
I'(z) = / e't*dt, 9R(z)>0, (Euler),
0

nln®

[(z) = lim ———=——— “1,-2,...
(Z) nl—{lgo z(z+1)(z+n)’ z#0, ) s 5 (GaUSS),
1 vz s Z) _z .
T - I+—Jer £0,-1,-2,..., (Weierst
I'(z) - g( n er, z#0,-1,-2,..., (Weierstrass),

sendo 7y a constante de FEuler-Mascheroni

—logn).

w\'—‘

_ hm@

n—oo

As fungées de Bessel de primeira espécie Ji(z) tém a seguinte representa¢ao em série

( l)k 2k+v

A2 =0 % s Ty

com ag' =2"T'(v +1) ev,zeC, sendo (-)y, o simbolo de Pochhammer usual

k termos

(2)e=2(z+1)(z+k-1).

As fungées Ji(z) podem também ser definidas a partir da func¢ao geratriz

) 2 S ).

k=—oco

Além disso, temos sempre J_x(z) = (~=1)*Jx(2) para k inteiro.



