Prova 1 — Métodos Mateméticos — MS550/F 520
3 de maio de 2017

e FEsta prova tem 4 questées. Ha um formulédrio que pode ser titil no verso.

Certifique-se de ter se identificado em todas as folhas que usar.

e A prova pode ser feita a lapiz e fora de ordem, mas procure que suas solu¢ées sejam legiveis. Nao é necessario

repetir o enunciado, mas identifique claramente que questao esta resolvendo.

e Nao entregue seus rascunhos. Nao é necessario devolver esta folha de questoes.

O resultado e um roteiro para a solugéo serédo divulgados no site do curso: http://metodos17.wordpress.com/

Boa proval!

1. Seja ¢p uma fungdo harmoénica (V2¢y = 0) em coordenadas cilindricas (p, 8, z). Sabe-se que

toda funcao harmonica é analitica-real.

(a) (1 Ponto) Mostre que as fungoes
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oz’
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n=1,2,3,..., sao também harmonicas.

Solugdo. O Laplaciano em coordenadas cilindricas (p, ¢, z) é V* =

formulério e lembrem-se que V? = V - V). Notem que

20 ¢°—a—nv2¢0:0,
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Jja que as fungdes harménica sao suaves (pois sao analiticas), que é o resultado.

(1 Ponto) Determine ¢ para o caso em que ¢g, em coordenadas esféricas, é ¢g = %

Solugao. Note que, em coordendas cinlindricas,
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=5, %0 = 77(p2+22)%7

que corresponde ao potencial de um dipolo. Sim, ¢2 serd (parte) de um potencial de quadrupolo, ¢3 um
octupolo, etc... (Obviamente, ¢o é um monopolo). A melhor maneira de ver esses “multipolos” é em
coordendas cartesianas. Por exemplo, comegando-se com o potencial do monopolo
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o = —F——,
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podemos obter o campo de um dipolo alinhado na dire¢ao V como o1 = V- V¢o. O gadrupolo é o
termo que envolve segundas derivadas, e portanto teremos 6 “componentes”, 92, 85, 92, 0.0, 0:0y e,

finalmente, 0y0.. Assim, o quadrupolo mais geral serd algo como
3 3
— ij
$2=Y > Q70:0;6,
i=1 j=1
e os nimeros Q% sao componentes de um tensor. Da mesma maneira, o octupolo é o potencial que

envolve terceiras derivadas e assim por diante.

2. A fungdo Gama pode ser definida a partir da formula integral

(a)

I‘(z):/ 57 le™% ds.
0

(1 Ponto) Mostre que a fungao assim definida converge para todo z € C com $z > 0.
Solugao. Seja z = x + iy. Note que

IT(2)] S/o |5271|675d82/0 s" e " ds.

A convergéncia desta ultima integral depende do comportamento do integrando para s — 0 e s — oc.
No primeiro caso, é necessario x > 0 para garantir que a integral seja finita, pois
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para qualquer x,so > 0. No segundo caso, nao ha restrigao para x e isto pode ser visto mostrando que
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para algum so > 0. Porem, isto decorre de uma relagdao simples o crescimento de exponencias e de

poténcias: existe um so > 0 para o qual
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para todo s > so. Multiplicando-se por e~° ambos os lados tem-se
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de onde podemos mostrar que a integral é finita no limite s — co.

(1 Ponto) Mostre que a fungao assim definida é analitica.

Solugdo. Lembrando-se que s*1% = 5% (cosylog s + isinylog s), tem-se
['(z) = u(z,y) +iv(z,y) = / s" e cosylog s ds + z/ s"le * sinylog sds,
0 0

e é imediato mostrar que as equagbes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas.

3. Considere a equagao diferencial ordinaria

dzy"(z) + 2y (z) + a®y(z) = 0,

sendoa€eRey:R— R



(a) (1 Ponto) Identifique classifique seus pontos singulares (para z finito).
Solucgao.O ponto = = 0 é singular, e trata-se de um ponto regular. Ji o ponto no co é irregular.

(b) (2 Pontos) Encontre suas duas solugoes linearmente independentes.

Solucgao. Fazendo-se
oo
k
y=> aw"",
k=0

temos da equagao
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O primeiro somatério pode ser escrito como
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e portanto ficamos com

k=0

z" [21’ (2r — 1 aoz ™"+ ((2k +2r +1) (2k + 27 + 2) axy1 + o ax) 2| =0

de onde temos que, para ag #, ™ =0 ou r = 1/2. A primeira solu¢do implica em
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de onde temos
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G-+ A solugao em questao é

de onde se puede facilmente ver (ou provar por indugao) que a, = (—1)"

Yy =aop ZO(—I)"OE%S! = ap Z()(—l)"om = ap cos ay/T.

A segunda solugdo corresponde a r = 1/2, e teremos
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Neste caso, a solugao sera
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4. Considere a seguinte equagdo para uma corda nao-homogénea vibrante de comprimento L

Pu_ 0 ( 20u
o2 Oz ox )’
sujeita as condig¢oes de contorno u(t,1) = u(t,L + 1) = 0 e a uma condigao inicial do tipo

u(0,2) = 0 (“corda martelada”).



(a)

(1.5 Pontos) Mostre que as solugoes desse problema sao uma superposi¢ao de modos de
vibragao do tipo u, = X, (z)sinw,t e determine o espectro (conjunto de freqiiéncias de
vibragao wy,) dessa corda.
Solugao. Fazendo-se a separagao de variaveis u(t,z) = T'(t) X (x), tem-se

T 1d 2dX

T T Xdo (“C *) =k

A equacao em x é uma equacao de Euler
X"+ 22X —kX =0

cuja solugao geral é
X(x) = az™ + b,
onde A\t e A\_ sdo as duas raizes da equacdo quadratica
N +A-k=0,
isto é
_ —1EV144k
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A constante de separacao k deve ser determinada a partir das condi¢ées de contorno em x Neste caso,

At

sao elas X(1) = X(L+1) = 0. Notem que se 1 +4k > 0, ambos Ay e A_ sao reais e diferentes, e a tinica
solugdo que satisfaz as condigdes de contorno é a trivial. Assim, precisamos 1 + 4k < 0, que implica em
k < 0, que passaremos a chamar de k = —w?. (No caso 1 + 4k = 0 também temos que a unica solu¢ao

viavel é a trivial, mostrem!). Neste caso, as solugdes serao

X(z) = L acosl\/w2 —1llogz + bsinl\/w2 —1llogz
N3 2 2

e devemos impor as condigées de contorno. X (1) = 0 implica em a = 0, enquanto X (L + 1) = 0 deve

implicar em
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e este é o espectro de nossa corda. Voltando & equagdo temporal, temos que as solugbées possiveis sao
superposi¢oes de modos
T(t) = aXn(t) sinwnt + bXy (L) coswnt

Porém, a condigao de “corda martelada”, implica em b = 0, e temos o resultado.

(1.5 Pontos) Existe alguma corda homogénea, por exemplo de comprimento L', que tenha
o mesmo espectro? Comente.
Solugao. A resposta é nao! E isto tem a ver com o problema ja comentado varias vezes do Can you

hear the shape of a drum?. Procurem isso no google, o verbete da wikipedia é bom.

Vamos, primeiro, mostra que a resposta é nao. O espectro da corda homogénea de comprimento L' é
bem conhecido, é
_n7
Wn = 17
Comparando-se com o espectro do item a), vé-se que é impossivel reproduzi-lo aqui escolhendo-se um

certo L' (mostre que, se L’ for escolhido para que os dois espectros tenham mesma frequencia fundamental



(n =1), ja ndo vao ter paran = 2). O interessante aqui é outro aspecto. As “partes altas” dos espectros
(grandes n) podem ser tao préximos quanto queiramos! Pra isso, mostre que, para todo € > 0, existira
um N tal que

lwn —wn| < e
para todon > N se L' =log+/L +1 . O ponto aqui, obviamente, é explorar a identidade

_ 2nm 1 log?(L + 1)
" log(L +1) 4An272

Wn,

e estima-la para grandes n.
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