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TESTE 6 - F520/MS550 - Métodos Matematicos I, 14 de junho de 2017.

Para as questoes abaixo, considere o seguinte problema de Sturm-Liouville

dx dm T

1. (3 Pontos) Encontre todas suas autofungoes e autovalores.
Solugao. Notem que se trata da equagao de Euler
22y +ay + My =0
cujas solugées sao do tipo y = Cx™, com
w(w—1)+w+A=0,

—w

cuja solugdo é A\ = —w?> e, portanto, y = Cyaz”™ + C_x Como sabemos, a imposi¢do das condigées de

contorno y(1) = y'(e) = 0 levam a y = 0 para qualquer w real. Para o caso imaginério, temos @ = iy, A = u?,
e

y=Bysinpulnax + Cycospulnzx.

A condigao y(1) = 0 implica C), = 0. J4 a condigao y'(e) = 0 implicard em
y'(e) = CEA cosp =0,
e

de onde temos p = 5 + nm, n € Z. Assim, os autovalores e as autofungoes deste problema de SL sao

2
<(2n2+ 1) 7r2,sin Qn;lwlnx> , n=20,1,2,3,...

2. (3 Pontos) Expanda a fungao f(z) =1 em termos das autofungoes deste problema.

Solugdo. Seja fn =sin 24t rlnz , n=0,1,2,3,.... Do problema de SL, sabemos que
¢ dz
1 x

se n # m. Assim, podemos escrever a fungdo f(z) =1 como

Z fk,fk

k=0

Notem que

(1 f>_/esin2n+1ﬂ'lnxd—x—/1sin2n+17rwdw— — 2 cos2n+17rw 1—#
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onde fizemos a mudanga de variaveis x = e”. De maneira semelhante, teremos

1 1 1
(fi, fe) = /O sin” 2”; L rwdw = %/o (1 —cos(2n + 1)mw) dw = % w — msin(2n+ L)rw = ;
e ficamos com a expansao
= 4 _2n+1
1= Inz.
;)(2n+1)7r81n B mTinx

. (2 Pontos) Discuta o que ocorre com a expansao do item anterior nos extremos do intervalo
1<z <e.

Solugao. Todos as autofungées fi(x) satisfazem a condi¢do de contorno fr(1) = 0. Portanto, parax =1 a
convergéncia nao é pontual. Por outro lado, para x = e a condi¢do de contorno é compativel com a func¢ao
f(z) =1 que esté sendo expandida. Temos que para todo 1 < x < e a convergéncia é ponto-a-ponto. (Compare

com o caso das condi¢des de contorno f(1) = f(e?) =0.)

. (4 Pontos) Calcule

(Dica: Explore a expansao do item 2.)
Solugao. Para a primeira série, tomemos a expansao para x = e, cuja convergéncia esta garantida pelo

discutido no item anterior,

> L2t 4 (-1

-> 2ty -2y O

— 2n+1 2 T 2n+1
de onde tem-se S1 = %. Para a segunda série, tome x = /e

[o o]

sin 2n+1
2n+ )7 4 T

n=0

Analisemos agora com mais cuidado a seno

‘ir12n—~_1 = sin E—Fl
s 1 T=Ss 5T 1 T

%, —sin 7, respectivamente, e o padrao se repetira para todo n > 4.

paran =0,1,2,3 temos sin 7,sin 7, —

Como sin 7 = g, teremos

de onde temos finalmente So = -Z~.



