Nome: RA:

Teste 2 - MA 211 - Cursao, turma __, 11 de setembro de 20009.

Boa proval!

1. Considere a esfera 22 + 32 + (z — a)? = r2 e o hiperboldide 2% + y? — 22 = 1.

(a) (2 Ponto) Determine e classifique o local geométrico {(x,y,z) € R3} correspondente a
interseccao entre a esfera e o hiperboléide.
Solucao. Esfera: z° + 3% + 2% — 2az + a®> — r? = 0, hiperboléide: x> + 3> — 2> — 1 = 0. Subtraindo-se,

temos: 2z% — 2az + a®> — r? + 1 = 0, cujas solugées sdo:
a
=1 (1 +£ /207 — 1) —a2) .

Caso 1: 2(r? — 1) < a*. Nao ha interseccao.

Caso 2: 2(r*> — 1) = a®. A interseccdo é a circunferéncia x> + y*> = 1 + a?/4, contida no plano z = a/2.
Caso 3: 2(7"2 -1)> a® A interseccdo é a unido entre a circunferéncia x> +y* = 1+ 2:2,_, contida no plano
2z = zy, e a circunferéncia x* + y°> = 1+ 22, contida no plano z = z_.

(b) (2 Ponto) Determine que condigbes sobre a e r implicariam em alguma interseccao
ortogonal (planos tangentes perpendiculares nos pontos de intersecgao).
Solugao. Vetor normal & esfera: V = xé1 + yéz + (2 — a)és. Vetor normal ao hiperboléide W =
ré1 +yés — zé3. Ortogonalidade entre VeW implica em VW =22 +1% —2z(z—a) = 0. As intersecgoes

ortogonais correspondem, portanto, as solugées do sistema

22+ 9P+ 22 —2az=r>—a?

24y —2=1

22 4+y* —22+az=0
Comparando-se a segunda e a terceira, tem-se que, necessariamente, a # 0 e que z = —1/a. As
intersecgoes, se existirem, tém partes contidas nos planos z = z4 e z = z_. Para que alguma dessas
intersecgoes seja ortogonal, precisamos que z4y = —1/a ou z— = —1/a, que implica em

(a2 4 2)2
a?

2r? = +a%+2.

(c) (2 Ponto) Determine que relagoes entre a e r implicam na tangéncia entre a esfera e o
hiperboléide.

Solugao. Caso 2 acima. Basta ver que, para que WeV sejam L.D., necessita-se que z = a/2.

2. (4 Pontos) Seja f : R® — R™ uma funcao diferenciavel com inversa f~! : R” — R" também
diferenciavel. Seja Ty, : R™ — R™ a a derivada total de f no ponto a, ou seja, T, (y) = Df(a)y.
Mostre que T, é uma transformacao linear invertivel.

Solugao. Seja f(a) =b. Como f é diferenciavel, temos f(a + v) = b+ T.(v) + ||v||E(a,v), sendo To(v) =



Df(a)v. Como sua inversa também é diferencidvel, temos f~'(b + w) = a + Ty(w) + ||w||E(b,w), sendo
Ty(w) = D(f~1)(b)w. Note que f~*(f(a)) = a, que implica em D(f~1(f(a))) = D(f~*)(b)Df(a) =1, de onde

se tem que Ty (T, (v)) = v para todo v € R", isto é, Ty(w) é a inversa de Ty (v).

. ontos) deja [ : — efinida por f(z,y) = (u,v) = (===, =5~ ). Mostre explicitamente
2P Seja f : R? — R? definid oy T8y M lici

que, neste caso, tem-se D (ffl) (u,v) = [Df(z,y)] "

/2 1/2

Solugao. Note que f~! corresponde a (x,y) = (u+v,u—v). Temos: Df = ( 12 12

>eD(f—1)—2Df,

de onde segue que [Df][D (f~')] =1



