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Teste 4 - MA 311 - Cursao, 12 de maio de 2014.

Boa proval!

1. (ex. 12 expandido - Butkov) Um oscilador harmonico amortecido sujeito a uma forga periddica
externa obedece a equagao

mi + b + kx = f(t),
sendo m, b e k constantes positivas e f(¢) uma fungao periddica de periodo T

(a) (6 Pontos) Obtenha a solugao geral desta equagao, supondo conhecida a série de Fourier

de f(t).

Solugao. Sao trés os casos para a solugao da homogénea.

i. Amortecimento subcritico: b — 4mk < 0. A solugao da homogénea é:
_ bt .
z(t) =e 2m (c1 coswt + co sinwt) ,

com w = %—(%)2

ii. Amortecimento supercritico: b> — 4mk > 0. A solucdo da homogénea é:

z(t) = 67;_7; (c1 cosh At + ¢2 sinh At) ,

b)2_k

2m m*

com \ = (

iii. Amortecimento critico: b> — 4mk = 0. A solugdo da homogénea é:
_ bt
z(t) =e 27 (c1 + cat),

com \ = (b)Q—ﬁ.

2m m

A solugao geral seréa a soma da solugdo da homogénea e de uma solugdo particular. Sendo

@) = % + ;_:1 (an cos 27;71'15 + by, sin _27;71'25) ,

procuraremos solugoes particulares com série de Fourier

oo

z(t) = ﬁ + Z (An cos 27;#' + B, sin @) .
n=1

2

Inicialmente, vamos considerar a solugdo particular para uma for¢a externa harmoénica do tipo
frn = an coswpt.

Procuremos solugoes do tipo
Zn(t) = Acoswnt + Bsinwnt.

Substituindo-se na equagao, temos

(kA — mwiA + Bbwn) coswnt + (kB — mwiB — Abwn) sin wpt = an cos wpt,



de onde temos que
Ewn

5 —wh)

B =
(wg

A,

comwi=Le&=2. Temos
m m

(wo—wn)  an

(w§ —w?)® + &2 m’

De maneira analoga podemos fazer o caso de f, = by, sinwnt, e concluiremos que uma solugdo particular

para o sistema com uma excitagao externa do tipo
fn = an coswpt + by, sin wyt

sera

(wg — wi) an Ewn bn bn Ewn, an
xn(t) = 5 — + 55— |coswpt — | — — —5——— | sinwnt|.
@ —wd) + et [\m ' @ —wd)m m @R -whm

Com este resultado, podemos construir finalmente a série de Fourier da solugao particular

2(t) = 5=+ Y ault),

com w2 = Z”T”

(4 Pontos) Discuta como a amplitude da solugao estacionéria (solugao para t — 00)
depende dos parametros da equagao e da série de Fourier de f(t).

Solugao. Parat — oo, qualquer contribui¢ao da solugao homogénea vai desaparecer. Ficaremos apenas
com a particular do item anterior. A amplitude dos modos de Fourier da solugio sdo dados pela expressao
acima. Os modos de méaxima amplitude, que dominardo a solugao estacionéria, sdo aqueles com wy
préximo a wo. (Esta era a resposta esperada). Este é o famoso caso de ressonancia, com direito a fator

Q@ e tudo mais. Conversaremos sobre isso em aula.



