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Teste 3 - MA 311 - Cursao, 7 de abril de 2014.

Boa proval!

1. Considere o seguinte sistema (2 x 2) de equagoes diferencias lineares nao homogéneas

2 1 atP
Y'(t) = L Y(t)+

(a) (3 Pontos) Obtenha uma solucao geral para a = 0.

Solugdo: Os autovalores sao dados pela equacdo (2 — \)?> — 1 = 0, cujas solu¢bes sdo A =1 e XA = 3,

1 1
cujos autovetores associados sao Vi = < ) ) eVo = < ) ) A solugéao geral é

Y(t):cl<_1 )et—i—cz( 1 )e?’t

(b) (3 Pontos) Mostre que, para p inteiro nao negativo, o sistema tem solugao particular do

tipo

p
Y(t)=> Byt
k=0

Solucgao: Substituindo-se na equagao, temos

p P
> kBt Tt =" MByt* + Ct7,
k=1 k=0

2 1 a
sendo M = eC = . Temos
1 2 0

p—1
(MB,, + C)t* + > [MBy — (k + 1) Bea]t* =0,
k=0

que deve ser satisfeito para todo t, o que implica em

que tem solugao (Bp) tinica pois M é invertivel e

MBy = (k + 1)Bk+1,

comk=p—1,p—2,...,1,0, que também tem solugao (B},) tinica.



(c) (3 Pontos) Para o caso de p racional nao negativo, é possivel obter uma solugao particular

como a do item acima (soma finita de poténcias menores ou iguais a p)? Justifique.

Solugao: E impossivel. A questdo é equivalente a perguntar se ha solugées do tipo
Y(t) =) Bit®,
k=1

sendo {qr} uma seqiiéncia de n racionais com ¢, = p, a qual admitimos, sem perda de generalidade,
ordenada (qi, < q¢ se k < £). Substituindo-se na equagao, temos

n

> @Bt =" MBt® + Ct7,

k=1 k=1
de onde tem-se ) )
(MB,, — C)t* — pBut? ™ + > " MBgt®™ — " g Byt ' = 0. (1)
k=1 k=1

Vamos supor, inicialmente, que a seqiiéncia {qx} é uma PA da forma q, = p — n + k. Temos

n—1
(MBn, — O + > (IMBi — (p— n+ k + 1) Byt ] 7" — (p—n) Bit? ™ = 0. (2)
k=1

As equagbes para By sao incompativeis. Do ultimo termo, tem-se By = 0, ja que p —n # 0 pois p é
racional, o que é incompativel com as outras equagoes. Se ndo houver nenhum elemento da seqiiéncia
tal que g, = p — 1, entdo as duas primeiras poténcias de (1) darao equagées incompativeis. A ultima
possibilidade é m < n elementos da seqiiéncia {qr} formem a PA. Neste caso, as equagées virdo de
uma mistura de termos do tipo (2) e (1), e da mesma maneira ndo haverd nenhuma solugdo By, que as

satisfacga.
(1 Ponto) Obtenha a soluc¢ao do sistema com a =1 e p = 2, e com condi¢oes iniciais

v =,

Solucao: Com p = 2 temos

Y (0) = Bo + Bit + Baot?,
sendo

1
MB2:—<O>7 MB, =2Bs, MDBy= B.

M-l 1 2 -1
S\ -1 2
temos como solugao geral

1 1 1 14 1 5 1 2
Y () = t Sy — = t+ = 2.
(t) c1<_1>e+cz<1>e +27 13 +9 ) +3 .

- e B} _ 14 _ 13
A solugao com as condiges iniciais dadas é aquela para a qual c1 +c2 = 57 € —c1+C2 = 55,

Como

. 1
ie,c1 =g

802:%.



