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Teste 2 - MA 311 - Cursao, 24 de marco de 2014.

Boa proval!

Considere as seguintes equagoes diferenciais ordinarias lineares:
EDO 1: y" +p(2)y'(z) + q(z)y(z) = 0,
EDO 2: 2" + a2"(z) 4+ b2/ (x) + cz(z) = 0;

sendo p(z) e q(z) fungdes suaves e a, b e ¢ constantes, todas reais. Classifique as afirmagoes abaixo
como verdadeiras ou falsas, provando as verdadeiras e apresentando um contra-exemplo para as

falsas.

1. (1 Ponto) Se y(x) = y1(z) é solugio da EDO 1, y(z) = y#(z) nunca serd a outra solugao LL.

Solugao: Falso. Contra-exemplo: a equagao

d d " /
- 1 = _9 = _ 2y =
(dw )(dw >y Yy =3y +2y=0

tem como solugées LI y(z) = e® e y(x) = e>*.

2. (1 Ponto) Sejam y;(x) e y2(z) duas solugbes da EDO 1 com p(z) = 0. O determinante
Wronskiano W (z) = yi1(2)y5(z) — y2(z)y) (x) é uma constante (ndo depende de x).

Solugao: Verdadeiro. Prova: tem-se
W'(z) = y1(2)yz (z) — y2(2)y1 (2) = —p(2)y1y2(2) + p(2)y192(2) = —p(z)W (z)
cuja solugao para p(z) =0 é W (z) constante.

3. (1 Ponto) Sejam z1(z), z2(x) e z3(z) trés solugdes LI da EDO 2. E sempre possivel multiplicar

estas solugoes por constantes «; nao nulas a fim de se obter

Qlzy Q22 Q3z3
W(z)=| a12] a9z azz} |=1

a1z gzl agzy

Solucgao: Falso. Contra-exemplo: a equagao

d d d " " ’ _
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tem como solugbes LI z(x) = €°, e*® e e3®. O Wronskiano em questao sempre serd proporcional a €**, nao

podendo ser constante.



4. (1 Ponto) Sejam z;(x), z2(x) e z3(x) trés solugdes LI da EDO 2. E impossivel escrever uma

quarta solugao z4(z), combinagao linear das anteriores, tal que:

W(z) = =1

Solugao: Verdadeiro. Prova: se zi(x) é combinagao linear das trés solugdes, a quarta coluna da matriz

Wronskiana sera combinacgao linear das anteriores, e o determinante ird sempre se anular.

5. (1.5 Ponto) Se w(x) nao constante ¢ simultaneamente solugdo de EDO 1 e da EDO 2, entao
p(z) e g(x) sao constantes.
Solugao: Falso. Contra-exemplo: w(x) = x é solugdo da EDO 2 com a = b = ¢ = 0, e pode ser solugao da

EDO 1 se p(z) + zq(x) = 0, que admite infinitas solugées com q(x) e p(x) ndo constantes.

6. (1.5 Ponto) Se y(x) ¢ solugdo da EDO 1, entdo existem a , 8 e x¢ reais tais que |y(z)| < ae’®
para x > xg (a solugao ¢ dita limitada exponencialmente).
Solugao: Falso. Contra-exemplo: a fun¢ao e nao é exponencialmente limitada e pode ser solu¢ao da EDO

1 se
(42> + 2) + 2ap(x) + q(z) = 0,

que tem infinitas solugoes.

7. (1.5 Ponto) Se z(x) ¢ solugao da EDO 2, entao z(x) ¢ limitada exponencialmente.

Solugao: Verdadeiro se os trés autovalores forem diferentes. Prova: a EDO 2 mais geral pode ser escrita como

() () (3

(um dos X é certamente real, como discutimos em aula.) Seja A = max; ®(\;). A solugdo geral dessa EDO
sera
2(z) = Ao (Cle(h’A)z n Cze(AQ—A)z + CB€(A37A);U)

de onde se tem

|Z(£C)| SeA:c Cle(AlfA):c_’_026()\27/\)90_'_036()\37/\)96 < (|Cl|+|02|+|03|)6/\m7

para x > 0, onde usamos o fato de que |e**| < 1 para x > 0 se R(a) < 0, que vem diretamente da foérmula de
Euler para os niimeros complexos. Dem uma olhada no material de Célculo IV do férum.

Solucao: Falso se dois autovalores forem iguais, pois neste caso uma solu¢do pode ser zi®, que néo é limitada
exponencialmente.

Ambas solugées serao aceitas. Apesar do enunciado, como esta, ser falso, eu acabei induzindo ao erro sugerindo

que os autovalores eram diferentes.



z1(z)

¢é limitada exponencialmente.
z2(x)

8. (1.5 Ponto) Se z1(z) e z2(x) sdo solugoes da EDO 2, entao

Solugao: Falso. Contra-exemplo: Considere a equagao

d d?

que tem como solugao, por exemplo z1 = sinx e zo = cosx. Neste caso, 28; = tanx, que nao é exponencial-

mente limitada. (Prove!)



