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Prova 2 - MA 311 - Cursao, 30 de junho de 2014.

Boa proval!

1. (2 Pontos) Seja f(x) uma fun¢io impar e de periodo 27 tal que f(z) = sinz para z € [0, 7.
Obtenha sua série de Fourier.

Solugao. Sendo a fungdo impar, ela tera apenas termos de sin em sua série de Fourier

oo
.2 .
sin“x = E bn, sin nx dx,

n=1

sendo

™

2 s
.92 .
b, = —/ sin” x sin nx dx.
0

Usando-se que 2sin”® z = 1 — cos 2z e que sinnx cos 2z = 3 (sin(n + 2)z + sin(n — 2)x) temos

1[ cosnz cos(n+2)r cos(n—2)z|" 4cosnm—1
0 n 2(n+2) 2(n—-2) |, mn(n*-4)

Finalmente, tem-se

.2 8 sin nx
Sitl Zlff—; Z m

n impar

2. Considere a fungao S de Dirichlet

o (=nm
Blz) = ;::Om,

com zr € R.

(a) Determine para que valores de = o somatorio acima converge

i. (1 Ponto) absolutamente e
Solugao. Os valores de x que garantem a convergéncia absoluta de B(x) sdo os que garantem a

convergéncia de
o0
> @iy
— (2n+1)
que corresponde a subseqiiéncia dos impares na fungao ((x), ver T5. A convergéncia absoluta requer
z > 1.
ii. (1 Ponto) condicionalmente.
Solugao. Pelo critério de Leibniz das séries alternantes, basta x > 0. Portanto, sera condicional-

mente convergente pra 0 < x <1 (Ver T5).



(b) (1.5 Ponto) Mostre que famosa constante de Catalan G, que é dada por G = 3(2), pode

a_ / / dxdy
1+ x2y?
(ES 5 7

(Dica: Explore a fungao arctan x e sua série de Taylor: arctanz = o — %5 + % — % +- -,
valida para todo x real. Dica 2: arctanaz =

ser calculada também como

1
T+z2 )
Solugao. Fazendo-se primeiro a 1ntegra§ao em y com ajuda da Dica 2, ficamos com

1
arctan x
G- / arctanz
0 T

Usando-se a Dica 1 (havia um erro na versao da prova, o primeiro termo aparecia como 1 e nao z.

Ninguem sera prejudicado por isso.):

xr
G = /<1——+?—7+ )dm.

Como a série de Taylor da Dica 1 é valida em toda a reta e o intervalo de integracdo é limitado, o

integrando converge uniformente e, portanto, podemos comutar a integracdo e a soma
1 1 1
G=l- ot o — ot =B2).
3. (2.0 Pontos) Obtenha a solugao geral da EDO zy” + 2y’ + 4y = 0 como uma série em torno
da origem e determine seu raio de convergéncia. (Considere z ndo negativo).

Solugao. O ponto x = 0 é regular e portanto podemos procurar solu¢ées do tipo

o0
= E anz™t".
n=0
Substituindo-se na equagao, ficamos com

Z [(n + ’r‘)(n +7r— 1)anx7l+7'*1 + 2(n + r)ananrr'fl + 4anxn+r-] -0

n=0

oo

Z [(n+7)(n+7+ Danz"" " +danz™""] =0

n=0

de onde temos

oo
Z n+r+1)n+r+ 2)an+1:c”+r + 4anx”+r] =0

r(r +1) = 0. Para a primeira solu¢do LI, tomemos r = 0, o que nos da a seguinte série de recorréncia

—4an,

T A D+

="

cuja solucao geral é simples a, = [CESY

ao. Vamos admitir sem perda de generalidade ap = 1. A solugao da

EDO seré, portanto,

Notem que




0 que garante a convergéncia da série para todos os valores de x tais que a exponencial converge, i.e., para

todo x.

Como as raizes diferem por um inteiro, vamos procurar a segunda solu¢do como

y2(x) = y1(z) logz + Z bzt

n=0

Ficamos com

oo

21 (x) + 'y (z) + r(r + Dboz” ' + Z [(n+7+1)(n+7+2)bpg1z™ +4b, 2" 7] =0
n=0
ou - -
Z(Qn + Danz™ " +r(r+ Dboz" ' + Z [n(n + Dbpy1 +4by] "™ =0
n=0 n=0
escolhendo-se r = —1, ficamos com
> 1@+ Dan +n(n+ 1)bnga +4ba] 2"~ = 0.
n=0
Para n =0, temos bp = —ao/4 = —1/4. Paran > 0, temos a seguinte férmula de recorréncia
T 4 bn:—(2n+1)an:— (—H)™(2n+1) 7
n(n+ 1) n(n+1) n(n+1)(n+1)n!

sendo b1 arbitrario.
Nao era necessario, mas podemos comentar algo sobre a solugao geral dessa recorréncia. Note que se trata de
uma equacgao a diferengas do tipo
4
——b, = f(n).
(7’1 4 1) n f( )
Em particular, como no caso das EDO, qualquer solu¢do da homogénea

4
n(n + 1)

bn+1 +
n

by + b =0
pode ser somada a uma solugao e dar origem a uma nova solugao (linearidade em by, ). A solu¢ao dessa equagao

homogénea é a mesma do item anterior
bh _ (_4)n71
" nl(n—1)!

com by arbitrario, que tomamos igual a 1. Motivados pelas EDOs, podemos procurar solugbes aqui também

h
bl7

pelo método da "variacdo dos pardmetros”. Vamos procurar solugdo do tipo
by = c(n)bl,

sendo c(n) uma funcdo (discreta) a ser determinada. Substituindo-se na equagéo e usando-se o fato que bl é

solugdod a homogénea, ficamos com

(e(n+1) = c(n)bhyr = f(n)

de onde temos

n
c(n+1)—c(n) = fh( )
bn+1
Porem, esta seqiiencia é telescopica, sendo facilmente soméavel, o que nos da

n—1

f(k)




0 que nos permite escrever a solugao geral da recorréncia (nao era necessério fazer isso na proval). Qualquer
semelhanca com derivadas e integrais NAO é mera coincidéncia. Equacoes discretas (de diferencgas) tem muita

semelhancas com as EDO!!!

(2.5 Pontos) Considere a equagao da corda vibrante com dissipagao
0? 0 0?
2524 u(t, x) +b6tu(t x) = 2 u(t, ),
sendo b e ¢ constantes positivas. Resolva o problema de uma corda deste tipo de comprimento

L, fixa em suas extremidades (u(t,0) = u(t,L) = 0), e sujeita a condi¢ao inicial

. o TX (9
u(0,z) =sin” —, —u(0,x)=0.
( ) ) L Y 8t ( ) )
Solugao. Fazendo separagao de variaveis u(t,z) = T'(t) X (z), ficamos com
1 T// T/ X//
R N a— 4
2T + T X '
sendo k uma constante. Temos portanto duas EDOs

T"(t) + bT' (1) = kT (t), X"(zx) = kX(x).

A condigdo de contorno dos extremos fixos implica que k = — ("—[)2, n=1,2,3,... e ficamos finalmente com
a seguinte solugao geral
oo
nwT
u(t,x) = ; T, (t) sin <

sendo Ty (t) uma solugao de
T,/ (t) + b Ty (t) + wi Tu(t) = 0,

com wy, = "”t . Ocorre que essa equagao é a de um oscilador harmoénico amortecido, cujas solu¢ées podem ser

2t 2

et (A, cos@nt + Bpsinant), se @2 =w2 — (ﬁ) >0,
C2,

Ta(t) =S e " (A, cosh A\t 4+ B, sinh A,t), se A2 = (#) —w2 >0,

. (An + Bnt) , S€ % = Wn.-

As constantes A,, e B,, devem ser determinadas a partir da condi¢ao inicial. Notem que, independente do caso
do amortecimento, temos T,,(0) = A,. Para a derivada, temos
2 2\ 2
wnBp — %An, se @2 = w? — (L) >0,
2 2\ 2
Tn(0) =9 \uBn— %An, se A2 = (bc ) —w2 >0,
2 2
B, — %An se % = w,.

Os A,, sdo definidos a partir da condi¢ao
oo
nwT
sin? == E n Sin <

Usando-se o resultado da questao 1, temos

8 cosnm — 1

An = L n(n? —4)



A condigao %u(& x) = 0 serd garantida pelos B, acima.

Deste exercicio, aprendemos algo interessante para instrumentos de corda. O amortecimento, sempre presente
na pratica, afeta mais as freqiiéncias baixas (graves), chegando inclusive a poder eliminé-las completamente (no
caso do amortecimento critico ou supercritico). Infelizmente, esta margem é muito curta para continuarmos....

Boas férias!!



