Exame Final — Variaveis Complexas — MA044 — 10 de julho de 2024

Esta prova contém 6 questées dissertativas, cada uma valendo 2 pontos. Serdo consideradas na corre¢do suas

5 melhores questoes. Nao é necessario entregar esta folha de questdes.
Identifique-se claramente na folha de respostas. Nao entregue seus rascunhos.

A resolugao comentada sera enviada por e-mail logo ap6s o final da prova. As notas serao divulgadas o mais

répido possivel no site do curso: http://vigo.ime.unicamp.br/ma044

n-1 2% n-1 2%
(2 Pontos) Calcule as somas A= ) cos T e B-= > sin —W, n>1.
k=0 k=1

(Dica: explore a formula de Euler.)

nol o opn

Solucao. Ambas as somas sao nulas. Notem que A+iB =S = Z e n . S éasoma de uma PG de razao
k=0
27

e n e portanto, como discutimos amplamente em aula, temos

(1—622i)5:1—e2”i:0.

2mi

Como e » # 1 paran > 1, o resultado segue diretamente.

(2 Pontos) Considere a seguinte proposigao:

Seja z € C, z = x +1iy, z,y € R. A funcao f(z) = u(x,y) +iv(x,y), com e u e v

harmonicas reais (V2u = Vv = 0) é analitica.

Prove-a se for verdadeira, ou de um contra-exemplo se for falsa.

Solugao. Esta proposi¢ao é falsa, como também foi discutido amplamente em aula. A condi¢ao de u e v
harmonicas reais é uma condi¢do necessaria, mas nao suficiente para termos f(z) analitica. Contra-exemplo
mais simples: u =z, v =0.

(2 Pontos) A fungao W(z) de Lambert é definida como sendo a inversa da fungao f(z) = ze?,
z € C. Calcule explicitamente pelo menos um dos valores correspondentes a W (—g)

Solugao. Esta questao também foi discutida em aula, e foi tema de um teste de uma |disciplina anterior.

Pela defini¢ao da fungao, W(x) = z é tal que x = ze*. Seja z = a +ib. Temos
z=ze* = (a+ib)e™™ = ¢* (acosb - bsinb) +ie® (bcosb + asinb).
Assim, W (—g) corresponde a
—g =¢e" (acosb—bsinb) +ie” (bcosb+ asinb),

jus

que tem como solugao mais simples a =0 e b= 5. Portanto, W (—%) =ig

é o valor mais simples.


https://vigo.ime.unicamp.br/ms550/files/SolucaoT2.pdf
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2
4. (2 Pontos) Determine o(s) polo(s) da fungao f(z) = ( - ) e seu(s) respectivo(s) residuo(s).
sin z

Solugao. Esta questdo é uma variagao simples do exemplo 2 da se¢ao 76 e da questao 4 da P3. Os polos

estdo sobre a reta real, em z = nmw, n € Z. Dada a periodicidade da fungao, basta inspecionar o polo z = 0.

2 4 2 2 4 2

(o) = 1= 5+ 55+ 1 1= 5+ 55+

- 3 5 2 2 4 :

Z—%‘F%‘F“' 22 1-2 +2 +...

Todas as poténcias dentro do paréntesis sao pares. Portanto, a série de Laurent final tera c-1 = 0, implicando

Temos

que os residuos sdo todos nulos.

2 Pontos) Calcule a int 1]
(2 Pontos) Calcule a integra 2+1 1

Solugao.  Vamos considerar a fungao f(z) = ﬁ, pegando o ramo principal da radiciagao, e o contorno

abaixo, evitando a linha de corte em Arg(z) =7 e o ponto de ramificagao da origem.

udy
e2n

Os dois tinicos polos de f(z) sao z = +i. O residuo no polo englobado pelo contorno é Res = . A integral

em todo o contorno sera
95 f(2)dz = 2mi Res = me2n .

Vamos agora detalhar o contorno:

%f(z)dz fTRf(z)dz+ fcR f(z)dz+/rf(z)dz+/ f(2)dz

et (m=9)
R T\L/E Z(Tr ®) l')
/r o ldac + f f(z)dz - / 7621% Dz ld:c + /C’r f(2)dz.

Os limites que nos interessam sao ¢ - 0, r - 0, and R — co. Tomando-se o primeiro limite, temos

ff(z)dz:(ue’%) a:+f f(z)dz+ch F(2)dz.

A integral no semicirculo externo se anula no limite R — oo (Lema de Jordan). A integral no semicirculo

R

T Z’2+1

interno também se anula para r — 0, pois

_ 1+l T 6"
/CT f(2)dz = —ir /(; 2210 +1d9 = |/ f(2)dz| <

e ficamos finalmente com

e
n

—r2

z

(2 Pontos) Determine e esboce a imagem do circulo unitario pela transformagao T'(z) = 55
+2
Solugédo. Se w =T(z), temos



O circulo unitério é dado por zZ = 1. Sob a transformacao w = T(z), ele ser4 mapeado em

4ww T 7+1( + @) 1:( +1)( +1) 43| +1‘ 2
—_ = ww+ —(w+w) = = w+ = |{w+=)== w+ | ==,
(1-w)(1-w) 3 3 3 3 9 31 3
que corresponde a um circulo com centro em w = —% e raio % O esbogo vai abaixo. Notem que z = —1 é um
dos pontos fixos da transformagao, -1 =T (-1).
J _ J
{z} T(2) = & {z}
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